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Objectifs :
v

utiliser les outils technologiques : calcul formel, tableur,

v’ faire travailler les éleves en groupes,

v" faire des recherches sur I’internet, en histoire des mathématiques et sur le sujet (en commengant par
une recherche des mots clés balistique, balistique extérieure, projectile entre autre),

v’ appliquer les programmes actuels : méthode d’Euler,

v' tracer des courbes en mode paramétrique.

Sommaire :

I. Un petit pOint de VUE NISTOTIQUE & ....c.veieieciisieie ettt st s e e e et sa e s teeneene e e et eseenrenreaneenee e ensees 3
624 3548 avant J.C. ThaleS de IMHIEL : .....o.oiiiiice bbbttt 4
570 @ 500 avant J.C. PYthagore 0 SAMOS : .....c.ccueiuireiesirie s eieeee e ste et te e ae et e st aesreaneesae e enseseesresteaneeraeneeneees 4
408-355 avant J.C. EUAOXE U8 CEUE : .....oiveiuieieieeie ettt sttt ettt et st esbesae et e e en e saesbesaesnesteaneeneennens 4
R YA V7 10| N B O Y 1] (o] (- OSSPSR 4
310 a 230 avant J.C. AriSTarqUE 08 SAMOS : ...cuvvireiuirieieiiriesistisietsses e e te e te e tebeseste b esestebesestesbesesbesbesestesbeneane 5
Fin du I'V® siécle Christianisation de I'EMPIre FOMAIN ©...........ccceiiiiiiiiiniiiisce et 5
V1° puis XI111° siecle, invention de la poudre en Chine, transport N EUrOPE ©....ccocovvevevivevereveieceie e 5
1300 environ, INVENLION &S ArMES & TEU © ....iiiiiieiiiieiie ettt bbb b bbb ans 5
1320-1382 NiCOIE (OU NICOIAS) OFESIME & ..evreuieuiiieitistisiesteeeeeeite st ste s e s teste s e e e e e ebestesbestesbeeteeseeseesaesbesbesresteaneeseessenses 7
1452-1519 LEONAIA U8 WINCH 1evirviriitiieiiitiiieiste ettt ettt et e st b s bt s bt s bt e s et b e st b et e s e b et en e abenbeneann 7
1537 Niccolo Fontana dit Tartaglia (1499-1557) & ..ueiiiieie ettt ettt st resre e enee e eneas 7
1540-1603 FrANGOIS VIBLE & .ouvevieeiieiiestesesteeee e e s e st e s e ste e e e e e e e testesteabeeseesee e en e te st e s beaseeseeseentesaentesbesnenreaneeneeneenen 8
1583 GArCia e PAlACIOS : ...c.eiiiiiiieiiiteieeite et b e bbb bbb bbbt b et b bbbt nn 8
IS o T S 0] - Vo o TSP 8
1590 Thomas Harriot (1560-L16821) ©.....c.cerueiririeieitirieristerteseste et abe et sbe et eb b s b b s bbb e bt b s e bt b se bt b s e eb et ans 8
1602 Galilée 0u Galileo Galilei (1564-16842) : .....ccocveeiiieirieieienieiee ettt sttt sttt s ettt e et be et be e sbene s 9
1588-1648 MAFIN IVIEISENNE ...ttt ettt sttt sttt et eaeese e besbe bt eb e e Rt eh e e e ea b e eeeeb e e b e eb e e b e e Rt esbenbeabenbeebesbeeneaneennennas 9
1596-1650 RENE DBSCAIES : ..veivereereiterieiesteietesteseetestesaeresseseetesteseesesseseetesaeseetesbeseasesaeseetesbeseateabeseebeabeseatesseseatessesentenses 9
1598-1647 BONAVENTUIA CAVAIIETT ..o.viiviiieiiciieiee ettt bbbttt sb e b et e be et et ene e e e 9
G N Ol 1=l To T U - Lo S TOSPSSRS 10
1608-1647 EVaANQEliSta TOITICEII : ..o.veiviieiicie et st be et e e e e e see st e stesbeeteeneeneesrens 10
1616-1703 JONN WIS @it b e et b e et b ettt e b et eeb et et e et e e et e e be st ebeabentereabeneereas 11
1643-1727 1SAAC INEBWLON ©....eeeieieeteite sttt e bbbkt h e s e e e e b b eb bt e Rt e b e e e e e ne e an e nbeabeebeeseenrennea 11
1646-1716 Gottfried WIlhelm VON LEIDNIZ ©......coooiiiieiieee bbbt 11
1685 FranGois BIONGEI :......c..cuiiiiiiiie et bbbttt b ettt b e et b e et benr et bennere 12
1667-1748 JEaN BEINMOUINT f..c.vecvieeee ettt ettt e s et et ettt eese e b e e e en e seesbesbesreareeneeneeneens 13
1707-1783 LEONNAIA EUIEE (..ot sttt s et et ettt eebe e s et e s e seesbesbesneareeneeneeneeas 13
1752-1833 AArieN-Marie LEGENAIE . ....oiueiieiieeeie ettt ettt bttt e b et b e b e bt b et e e b e sbesbesbeabeeneenbennens 14
1781-1840 SIMEON-DENIS POISSON :...viuviviitiieiiiteiierestesieestesietesteseesestessesesbeseesesbeseesesseseesesseseatessessesessessasestessesessessasens 14
1873 (CAPILAINE) JOUTFTTEL Ittt bbb et b e bt bt b e bt b et e st e b e ebesbesbeabeeneenbennea 14

I1. Résolution du probléme dans le vide (TOITICEHT) : ....ooiiiiiiicie e e 16
HOFIZONTAIEMENT ...ttt b e et b e et b et e b e e bt e b e e bt e bt ebe st et e et e e et e abe e ebeebeneebeabeneateas 16

I N Y11 TSRO 16
2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales : .........ccocevvevevievieiivnivsieercre e, 16
3. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ....................... 17
VBIICAIEIMENT ..ottt b etk bbbtk s b et e b s b et e b e b e Rt e b e b e st e b e e b et e be s b e st e b s b e st e be b ne e 17
1. ATBIMAIN & oottt st e ettt et sttt ettt en et ntns 17
2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et integrales : ............ccoevriierreienensienseierene 17
3. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ....................... 18
4. ECriture de y €N FONCHION T8 X ©..vvuvucureeicees ettt sttt a st s st en et naenees e 18
5. Application numeérique : (CAICUT FOIMEI) ....ovoiiiieiie e 18
6. La représentation graphigUE : . ......viiiueiiirieistesieeste sttt ettt s st sa s b b s b e b s be b n e nenseneenen 19



I11. Influence de I’air, force proportionNNElle @ 18 VITESSE :......c.vcviiiieiiiriee ittt sreseere s 20

HOFIZONTAIEMENT ...ttt b e et b e et b et e b e e bt e b e e bt e bt ebe st et e et e e et e abe e ebeebeneebeabeneateas 21

I N Y11 TSRO 21

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales : .........cccocevvevevievievieniecieccciesenn, 22

3. utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : .........c.cceevne.e. 23
VBIICAIEIMENE ..ottt b ettt b ekt b et ekt s bt b e e b et e bt b e st ek e b e st e b e e b et e b e e b e st e b s b e st et b ne e 23
R N Y111 o T 23

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et integrales : ............ccoevriierreienensienseierene 24

3. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ....................... 25

4, ECriture de y €N FONCHION & X I .....cvuvveiveieieieecececeecee sttt senen 25

5. Application numeérique : (CAICUT FOTMEI) ....oviviiiciie e 25

6. La représentation graphigUE : ........cviiueiiirieesiesere sttt ettt et et es e be s st s s b e b en b et s s ne s eneanen 26

IV. Influence de I’air, force proportionnelle au carré de la vitesse, Cas d’un tir vertical : .......cccoeeevveiireiieieieinns 27
A L MONTBR ittt ettt sttt b et bt E e bR b Ee R R SR et Ee Rt Ee b et e R bt Ee bRttt b e 27
I N Y11 TSRO 27

2 Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales : .........ccocevveveveniviiv s sieeecre e, 30

3 W o] o] To: 1T a0 10 g LT o U S 31

4 Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ....................... 31

5 La représentation graphigUE : ........cooiueerieueeiriee ettt ettt et b et b bt se et ettt sa bbb 32

[ s W [0t ) OSSPSR 33
1. ATBIMAIN & oottt st e ettt et sttt ettt en et ntns 33

2 Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et iNntegrales : .........ccocevvvieveiviieveienieseieseseens 35

3 W o] o] [Tor=Ua o a0 1= 4 o U PRSP RSRSPRSPIN 37

4, Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel ; ..........c..ccco..... 37

5. La repréSentation graPhigUE : .....c.ccvoieiueieieie ettt sttt e et st este s ae et e e e et et e st e besbeeteeneenee e enres 39

V. Influence de I’air, force proportionnelle au carré de la vitesse, résolution par la méthode d’Euler :.........c..ccveneee. 39
Avec le tableur de la calculatrice ou du 10gICIEl TI NSPITE uiiuvcviiiiie it re e snens 40
AVEC UN TADIEUE COMNU ..ttt ettt b etk bbbt b e s b et b e e b et b e e b et et e s b et et s b et be b e 41
VI. Influence de I’air, force proportionnelle au carré de la vitesse, résolution du cas général :..........cccoevvevvivevverernennn, 42
HOPIZONTAIEMENT & ... bttt b e et b et b e b e ek e bt et e e b et et e e b e e et e ebe st ebeabentebeabeneete s 42

1. ATBIMAIN & oottt st e ettt et sttt ettt en et ntns 42

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales : ............ccovriierireierisienreieene 43

3. utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ...........c..co.o.... 43

A LT oY (=T 1T o OO RSOS USSR 44
1. ATAIMAIN = oottt ettt ettt ettt n ettt n et 44

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales : .........cccocevveievieiieviesieciecccieeenn, 45

3. W o) o] Tor: 1T a0 10 g LT o U S 46

4, Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul formel : ....................... 46

5. ECHIture de y €N FONCHION T8 X T .vuvuvecericecees ettt ettt ss sttt s sttt n ettt ene s 47

6. La repréSentation graphigUE : .......cvoiirieieiise ettt et et ne et a e s e e et et snenreeneenae e enen 47

VII. Traitement d’une erreur intéressante et SUMPIENANTE : ........cccververerisese s e eie e sre et re e e e r e sresresneereenenees 48
Petite DIDITOGIAPINIE ©. . et b bbbt b et b bttt 50
LOF: 1[0 I U g L= Lol 2= USSP 51
o TSSO 53

Préambule important et nécessaire :

Aucune formule mathématique ne permet de décrire « exactement » la trajectoire d’un projectile sortant de
la bouche d’un canon, d’un fusil, d’une carabine, d’une arme de poing (pistolet, révolver).

Pour tenter d’en donner une « bonne approximation » (qui dépend de ce que I’on recherche !), chacun
choisit un modéle.

COX, statisticien reconnu disait « tous les modéles sont faux, certains peuvent rendre service ».

Quels que soient les calculs effectués par chacun, ce ne seront que des approximations.



Dans les conditions qui nous intéressent (mes
conditions : tir au revolver a poudre noire), il est
généralement admis qu’une assez bonne description
de la trajectoire est réalisée en prenant une
résistance a la pénétration de I’air proportionnelle
au carré de la vitesse du projectile.

J’ai choisi de décomposer le mouvement, la vitesse,
sur les axes horizontal et vertical, selon UN

modele : la projection sur chacun des axes de la
résistance due a la pénétration de I’air par le

projectile est (v, cos(a))2 sur [Ox) et

. 2 | . . L. , , . , .
(Vosin(e))” sur [Oy) ol v est la vitesse initiale du projectile, eter I’angle entre I’horizontale et I"axe de tir
initial.

Les résultats sont « cohérents » avec les observations sur le terrain.

En classe de terminale il est possible de déterminer avec un peu de physique et de mathématique les
équations du mouvement d’un projectile, sur terre, « dans le vide ». Ce cas n’ayant aucune commune
mesure avec la réalité, « on reste sur sa faim » pour toute association de I’utilité de faire des maths et de la
physique pour comprendre les phénoménes du monde qui nous entoure.

L’utilisation, raisonnée et raisonnable..., d’un logiciel de calcul formel, qu’il soit sur ordinateur ou
implémenteé sur calculatrice, permet de montrer que I’on peut trouver des résultats utiles issus de formules
et calculs au dela des programmes de la classe en cours, qu’en respectant une méthode scientifique il est
possible de dépasser ses savoirs et, qu’il reste encore bien du chemin a parcourir pour arriver a étre capable
de calculer toutes ces formules fort intéressantes « a la main » sans outil informatique.

Poser le probléme a partir de points de vues historiques offre I’intérét supplémentaire de motiver les éleves
par une recherche sur internet.

Dans les films ou policiers et truands échanges des nombreux coups de feux, les
lois de la physique semblent différentes de celles de la réalité. C’est du
cinéma... ! (je déteste, ce genre d’image, voir tirer avec une arme tenue a 90°
de sa position normale). C’est une des motivations a ce sujet.

l. Un petit point de vue historique :

On remarquera qu’il est difficile d’essayer de faire de I’histoire des maths. L accés aux documents est
réservé a ceux qui le peuvent, pour le reste, I’information sur le net dépend beaucoup des convictions de
ceux qui écrivent, d’apres celui qui a écrit en ayant lu ce que quelqu’un d’autre a écrit, qui n’a pas
forcément eu accés aux documents existants.

On peut trouver entre autre sur le site galica, des numérisations de livres, livrets, fascicules souvent
intéressants. Ils n’ont pas tout ! Par exemple j’ai trouvé une bonne partie des documents produits par Adrien
Marie Legendre. Sauf « Recherches sur la trajectoire des projectiles dans les milieux résistants », 1782 ni

« Dissertation sur la question de balistique proposée par I’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres
de Prusse », Berlin, 1782 alors que la référence en est faite dans plusieurs documents. Euler a écrit un
ouvrage intitulé « artillerie ». Je ne I’ai pas trouvé non plus (j’en ai une douzaine de pages).

Il était une fois, il y a trés longtemps... je ne sais pas et ils n’ont pas laissé de quoi le savoir. Pas de papier,
livre, revue, CD ou DVD...



624 a 548 avant J.C. Thales de Milet :

Astronome, commercant, ingénieur et philosophe, considéré comme le pére de
la géométrie déductive Grecque. Il affirme la sphéricité de la terre, et
I’inclinaison de I’écliptique : I’orbite apparente du soleil autour de la terre est
inclinée par rapport au plan de I’équateur terrestre.

Pour Pythagore, suivant en cela Thalés, la terre est sphérique et tourne sur
elle-méme autour du Soleil (héliocentrisme). Cette théorie fut hélas invalidée
par Eudoxe, Aristote et Ptolémée (géocentrisme) et plongea le monde dans
I'erreur pendant 2000 ans jusqu'a I'entrée en scene de Galilée et Copernic.

. Eudoxe de Cnide :

Astronome, géometre, médecin et philosophe. Disciple de Platon, ses travaux
nous sont connus par Archiméde.

Il est principalement connu pour sa théorie dite des "sphéres homocentriques".
Pour Eudoxe, les astres tournent tous autour de la Terre, qui est immobile : le
Soleil, la Lune et toutes les planétes alors connues (Mercure, Vénus, Mars,
Jupiter et Saturne).

Eudoxe est aussi l'initiateur de la méthode d'exhaustion qui lui permettra, par
des quadratures proches de celles de Riemann, le calcul d'aires et de volumes
complexes, que reprendra et affinera Archimede. Image de représentation du
monde sur son site http://serge.mehl.free.fr/chrono/Eudoxe.html.

384-322 avant J.C. Aristote :

Pour nous, concernant le probléme de la balistique, tout commence avec Aristote et SA description du
monde dans : Questions mécaniques-Traité du ciel-Physique.

; : Sa vision cosmologique géocentrique (la Terre est centre du Monde),
confortant celle d'Eudoxe, reprise par Saint Thomas d'Aquin (philosophe et
religieux italien du 13e siécle) et, érigée en dogme, entrava le développement
de la science, sinon celle de I'astronomie, jusqu'au 17€ siécle : autour de la
Terre, sphérique et fixe, gravitent la Lune, le Soleil et les autres planétes
(Mercure, Mars, Vénus, Jupiter et Saturne) a I'exception d'Uranus, Neptune et
Pluton (car trop éloignées et invisibles alors et découvertes respectivement en
1781 par Herschel, 1846 par Le Verrier et Adams, 1915 par Lowel).

En physique, il considére deux types de mouvements, les mouvements naturels et les mouvements violents.
En gros, le mouvement naturel concerne les astres (mouvement circulaire) et les corps qui se déplacent sans
action apparente : les corps Iégers comme la fumée montent, les corps lourds (ou « graves ») tombent vers
le centre du monde (la terre).

Le mouvement violent dérange I’harmonie (de I’équilibre) du mouvement naturel. 1l est périssable (causé
par une impulsion) et donc provisoire. Le moteur en est I’air qui conserve les vibrations lors du lancer.
Pour Aristote, il ne peut y avoir de mouvement dans le vide, ni méme d’ailleurs de vide.


http://serge.mehl.free.fr/chrono/Eudoxe.html

Pour Aristote ce qui est important est de savoir ce qui permet le déplacement, pas de prévoir le mouvement.
Il laisse cette partie aux « mécaniciens ». On peut considérer que pour lui, le javelot, la fleche a un
mouvement en deux parties, une droite dans le sens du lancer (mouvement violent), une deuxiéme droite
verticale (I’objet tombe).

Pourtant, si la trajectoire d’une balle, d’un boulet de canon, n’est pas observable a I’ceil, aucune difficulté
n’apparait pour décrire le mouvement d’une fléche ou d’un javelot, fort utilisés a I’époque !

C’est I’introduction de la poudre en occident qui ravivera la flamme de la recherche du mouvement
balistique.

310 a 230 avant J.C. Aristarque de Samos :

Il fut directeur de la bibliotheque d’Alexandrie. Simplifiant fortement le
systeme planétaire mis en place par Eudoxe, il avanca I’idée d’une terre
tournant sur elle méme et autour du soleil, héliocentrisme, s’opposant au
géocentrisme d’Aristote, ce qui a cette époque déja déplut grandement !.
These pourtant soutenue un peu plus tét par Pythagore.

Fin du IV® siécle Christianisation de I'Empire romain :

Le christianisme s'est développé a partir du 1*' siécle de notre ére dans le contexte des communautés juives
du Moyen-Orient et en particulier les communautés juives hellénisées. Le nom « christianisme » vient du
mot Christos, qui traduit I'nébreu Messie (« celui qui a regu I'onction »).

Avec la conversion au christianisme de I'empereur Constantin, les persécutions contre les chrétiens
s"arréterent. Vers la fin du 1V siécle, le catholicisme devient la religion officielle de I'Empire romain,
remplacant ainsi le culte romain antique. Cette date marque symboliquement le début de la chrétienté :
période de I'histoire de I'Europe ou le christianisme est la seule religion admise.

VI® puis XIII° siécle, invention de la poudre en Chine, transport en Europe :

Vraisemblablement, la poudre apparait en Chine vers le VI° siécle. Les
Chinois utilisaient des fleches incendiaires propulsées par un mélange
semblable a la poudre a canon au XI° siecle.

La poudre noire arrive en Europe au milieu du XI111° siecle par
I'intermédiaire de la civilisation islamique.

Parmi les avantages de la poudre noire, notons qu'elle est peu onéreuse,
stable et qu'une faible quantité d'énergie en provoque la combustion.
Ainsi, peut-on I'enflammer a l'aide d'une flamme, d'un impact, d'une
friction, d'une étincelle, ou méme d'un laser. Il en résulte que sa
manipulation est dangereuse.

Elle produit :

v d'abondants résidus solides, surtout composés de calamine, qui encrassent les armes. C'est I'une des
raisons pour lesquelles une arme a feu ancienne présente un fort calibre qui augmente la tolérance
donc réduit la fréquence des nettoyages nécessaires,

v de la fumée, génant la visée lors des tirs répétés si le vent ne la chasse pas.

Pour ces raisons on lui préfere aujourd'hui la poudre sans fumée (poudre pyroxylée inventée en 1886).

1300 environ, invention des armes a feu :

Une arme a feu est une arme permettant d'envoyer a distance des projectiles, au moyen des gaz produits par
la combustion rapide et confinée d'un composé chimique détonnant, la déflagration.

Les premiéres armes a feu utilisables apparaissent environ cinguante ans aprés I’apparition de la poudre
noire en Europe.



La premiere certitude de leur existence se trouve dans un manuscrit anglais de 1326 intitulé De
Notabilitatibus, Sapientia, et Prudentia Regum, rédigé par Walter de Milemete, chapelain du roi Edouard II
d'Angleterre, a I'intention et pour I'éducation du futur roi Edouard II1.

Bouche & feu suédoise du XIV®™ siécle

Le mot canon vient du grec ancien kovav (kandn) qui signifie réegle ou
modele ; le mot, d'origine sémitique (cf. I'hébreu ganeh), désigne en
effet primitivement le roseau ou la canne, qui servaient d'étalon pour
mesurer les distances.

Les premiéres armes a feu sont des bouches a feu que I’on nommera

« canons », bombardes, mortiers... qui ne semblent pas avoir le
moindre intérét ! en effet, ils explosent souvent et ne permettent pas de
tirer beaucoup sur I’ennemi car ils sont longs a charger et I’ennemi ne
semble pas trés disposé a rester au loin sur la position de tir . 1l faut
prés d’une heure entre deux tirs, entre autre pour laisser refroidir le
canon !.

Les premiéres munitions en pierre éclatent soit dans le canon, soit
contre les murs des forteresses sans pour autant les entamer.

De la « terrible » efficacité des canons... en 1673 lors du siége de
Maéstricht, la chanoinesse de Franclieu écrit, terrifiée, dans ses
mémoires « une bombe tomba dans notre cour et y arracha un pavé ».

Assez rapidement se développent des armes individuelles mousquet,
arquebuse, qui auront une précision suffisante pour devenir utiles au
combat, méme si les premiéres armes fabriquées n’ont une portée
efficace que d’une trentaine de metres.

Depuis les années 1500 les artilleurs ont procédé a de nombreuses
expeériences pour écrire des abaques, des tables dans lesquelles ils
trouvaient les réglages devant permettre de frapper I’ennemi.

Les artilleurs ont essayé de trouver une « loi » qui par un calcul (simple
autant que possible) offre les réglages pour chague nouvelle condition
de tir. lls ont rapidement remarqué que la proportionnalité ne
s’appliquait pas entre les charges de poudre et la portée, les angles de
tir et la portée, etc.

Pour obtenir une théorie balistique (qu’ils espérent simple !) et construire des tables de tir fiables, sans
accorder trop de temps a une certaine expérimentation qui ne pouvait qu’étre approximative, les artilleurs
avaient besoin d’un physicien, mathématicien, d’un « mécanicien » aurait dit Aristote.

Mathématiciens, physiciens, (ingénieurs) et artilleurs ayant plus ou moins ceuvrés pour la mise au point de
formules de calcul de la trajectoire d’un projectile :



1320-1382 Nicole (ou Nicolas) Oresme :

Ses recherches le conduisent aux premiéres notions de représentation
graphique, de fonction (lien entre distance, temps et vitesse) et d'extrema
(recherche d'un minimum ou d'un maximum) a travers une premiere approche
de la géométrie analytique dont les grands fondateurs seront Fermat et
Descartes.

Dans « Traité sur la configuration des qualités et du mouvement » afin de
décrire et d'étudier un mouvement rectiligne, Nicole Oresme a I'idée de
représenter graphiquement la vitesse instantanée du mobile en fonction du
temps.

Sur une droite horizontale il porte des
graduations proportionnelles au temps et au
dessus de chaque graduation il éléve une
perpendiculaire dont la longueur est
proportionnelle a la vitesse du mobile a l'instant
correspondant. Ce qui I’intéresse dans cette
construction, c'est la portion de plan balayée par
ces perpendiculaires successives. Par I'examen
de cas particuliers simples et en généralisant, il
aboutit a la conclusion que l'aire de la surface
balayée par les perpendiculaires élevées au
parcourt correspondant du mobile dessus de chaque graduation d'un intervalle de

temps donné est proportionnelle & la distance parcourue par le mobile pendant cet intervalle de temps.

On remarquera qu’il en arrive a I’étude du mouvement rectiligne uniformément accéléré de vitesse nulle au
temps zéro, ce qu’il dessine et calcule a partir d’un triangle (et trapezes) et découvre que « la distance
parcourue est proportionnelle au carré du temps mis pour la parcourir ». 1l est vraisemblable que Galilée en
ait eu connaissance.

vitesse

temps

1452-1519 Léonard de Vinci :

g ? Léonard de Vinci est incontestablement un génie technologlque Il vante la
~ prépondérance absolue de I’expérience par rapport a la spéculation pure et au
-'i savoir livresque mais qui néanmoins n’est qu’une assise pour la construction

&
z_{#m g * de la théorie qui la supplante et la remplace. Son apport essentiel réside dans

- g .+ Tanalyse des cas concrets et des dessins qui les accompagnent : c’est plus un
% %«%33 ingénieur qu’un théoricien. Tres influencé par les idées d’Aristote, on ne lui

doit pas de découvertes théoriques mais une étude intéressante des chocs ou
.| percussions. Léonard, contrairement a Oresme, ne pensait pas que ¢’était I’air
~quidonnait au corps son impetus mais qu’au contraire, I’air ralentissait

" I’objet. Il en voulait pour preuve le sifflement de la pierre lancée en I’air qu’il
| analysait comme un frottement.

% Dans son étude des poids et réaction du support, Léonard s’approche du
Rt principe de I’égalité de I’action et de la réaction.

1537 Niccolo Fontana dit Tartaglia (1499-1557) :

Mathématicien connu pour sa résolution de I’équation du 3°™ degré (cas
particuliers).

Tartaglia écrit « La Nova Scientia » en (1537) sur l'application des
mathématiques a l'artillerie. Il décrivit de nouvelles méthodes balistiques et
de nouveaux instruments ainsi que des tables de tir.

Prisonnier de son éducation (Aristote), il lui est difficile d’accepter une
réalité qu’il pressent. Dans ce livre il reste trés traditionnaliste en
considérant la trajectoire comme une droite. Quelques années plus tard,
essayant de mieux tenir compte de I’expérimentation des artilleurs, dans

« Quesiti et Inventioni Diverse » en 1546, il abandonne I’axiome




1540-1603 Francgois Vi

d’incompatibilité des deux mouvements « naturel » et « violent » pour
indiquer que les parties d’apparence rectiligne sont légérement
incurvées mais de facon insensible.

Ses remarques restérent ignorées de ses contemporains, ¢’est dommage.

J’ai trouvé son « General trattato di numeri et misure » &
http://www.xs4all.nl/~adcs/Huygens/varia/biblz.html pas ses deux autres
livres alors que sur le site de la Biblioteca Nazionale Centrale Firenze
http://www.bncf.firenze.sbn.it/ ils ont pas mal d’autres livres en PDF.

ete :

En 1591, il publie un nouvel ouvrage de 18 pages, "'In artem ananyticam
isagoge" qui représente une avancée considérable pour I’algebre. Avec
Viéte, le calcul littéral trouve ses bases dans le but de résoudre tout
probléme. Les grandeurs cherchées sont désignées par des voyelles et les
grandeurs connues par des consonnes.

La notion d’équations y est longuement développée et une théorie sérieuse
commence a se mettre en place. Avant les équations étaient résolues de
fagon geométrique. Les identités remarquables, par exemple, reposant par le
passé sur des concepts géométriques deviennent avec Viéte des formules
proprement dites.

1583 Garcia de Palacios :
Auditeur a I’audiencia de Guatemala puis a celle de Mexico, rédige ses dialogues militaires dont le

troisiéme livre traite « de la

nature et composition de la poudre, du bon usage des arquebuses et de

I’artillerie et des régles de perspective avec quelques instruments nécessaires »

1586 Louis Collado :

Il écrit (en italien) « Pratica
en espagnol a Milan sous le

manuale de artigleria ». Six ans plus tard, une édition augmentée est publiée
titre de « Practica de artilleria en que se trata del arte militar, de los maquinas

de los antiguos, de la invengion de la polvora y un examen de artilleros ». Remarque : si son travail est

avant tout le fruit de sa prop

1590 Thomas Harriot

« For oblique motions » app
mouvements, I’un naturel, I’

re expérience il reprend et critique les travaux de Tartaglia sur la balistique.

(1560-1621) :

Mathématicien et astronome anglais a écrit quatre manuscrits sur la balistique :
« Shooting in ordnance » (remarque : ordnance se traduit par artillerie) semble
consacré au recueil de données bibliographiques ou expérimentales sur le tir au
canon, le jet ou la chute de projectiles, I’ignition de la poudre et la « force » du
tir selon I’angle de hausse. « Propositiones elementares de motu » contient des
calculs de séries (somme infinie de fractions formées selon une régularité
donnée) a partir de diagrammes de mouvement varié qui évoquent les
représentations géométriques du mouvement et des changements proposées par
Nicole Oresme, et commente des passages du Liber de triplici motu du régent
portugais Alvarus Thomas.

lique les méthodes exposees par Alvarus a la composition de deux
autre violent. Le cahier se conclut sur le calcul des portées pour différentes

hausses. « Velocities & randons » applique la théorie dynamique du cahier « For oblique motions » au
calcul des vitesses initiales des projectiles pour différentes armes, en se fondant sur les mesures de Bourne


http://www.xs4all.nl/%7Eadcs/Huygens/varia/biblz.html
http://www.bncf.firenze.sbn.it/

et de Capobianco. Un livre le concernant aurait dd sortir en 2006... peut étre sous le titre « journal de la
renaissance 4 » de P. Brioist éditions BREPOLS.

1602 Galilée ou Galileo Galilei (1564-1642) :

A 35 ans, Galilée étudie les mouvements et décrit la chute des corps. Du haut de
la tour de Pise, il lache des balles de plomb, de bois, de papier et découvre que,
guelle que soit leur masse, tous les corps sont animés du méme mouvement. 1l
est également le premier a énoncer le principe de relativité. Lorsqu’on est a bord
d’un navire qui vogue en ligne droite et a vitesse constante, on ne ressent aucun
mouvement. On est immobile par rapport au navire mais le navire se meut par
rapport a la Terre. En fait, rien n’est absolument immobile et tout dépend du
référentiel dans lequel on se place.

1588-1648 Marin Mersenne :

Abbé, philosophe et physicien, il se passionna pour les mathématiques de son
époque. Il établit une correspondance avec les plus grands physiciens et
mathématiciens comme Huygens, Roberval, Torricelli, Pascal, Fermat et, tout
particulierement, Descartes qui permet d'établir une sorte de journal de la
recherche scientifique de son époque. En physique, ses travaux portent
essentiellement en mécanique galiléenne (tendant a confirmer la rotation de la
Terre sur elle-méme) et en acoustique.

1596-1650 René Descartes :

Mathématicien, physicien et philosophe francais, considéré comme I'un des
fondateurs de la philosophie moderne.

Le principal apport de Descartes en mathématique est I'application des méthodes
de l'algébre (réformée par Viete au début du siécle) aux problemes de la
géométrie, pratiqués presque sans changement depuis l'antiquité.

1598-1647 Bonaventura Cavalieri :

Bonaventura Francesco Cavalieri (en latin, Cavalerius) précurseur du calcul
intégral.

Cavalieri a créé la géométrie des indivisibles (dont Roberval lui disputa
cependant I'invention) : il concevait les lignes comme formées d'un nombre
infini de points ; les surfaces, d'une infinité de lignes et, les solides, d'une
infinité de surfaces. Il réussit, a la faveur de cette méthode a résoudre un grand
nombre de problémes.




1610 Diego Ufano :

Il écrit un traité considéré comme exemplaire (il sera réédité, cité et repris a de
nombreuses occasions).

Dans sa premiére édition, il considere, suivant en cela I’étude de Tartaglia qu’il
cite, un mouvement pratiquement constitué de deux droites, la premiére selon
I’axe du tir puis verticale « avec toutefois un petit bout indéterminé ».

Tlustration de Rivault (1608) Remarque : de sa conception d’une trajectoire est tiré un sujet de bac de physique centre étranger
en juin 2003 avec un prolongement « Résolution numérique de I'équation du mouvement d’un
projectile d'artillerie, par la méthode d’Euler, en utilisant un logiciel tableur, et en modélisant la
résistance de l'air par une force opposée au vecteur vitesse et proportionnelle au carré de la
vitesse ». www.ac-nantes.fr/peda/disc/scphy/html/chargOp.htm.

Dans une réédition, il semble s’en affranchir et se laisser guider par
ses observations et son expérience, il augmente notablement la partie
« mixte ».

Fur 4 s T it g bk et do o
i eyt B b

Physicien et mathemat|C|en italien qui pour la premiere fois invente la notion
d'enveloppe et, trouve la solution compléte de la chute libre « avec violence »
ainsi que la description compléte de la parabole de slreté, via une méthode peu
connue de I’époque (Cavalieri).

Malheureusement, il ne compléta pas son travail : sans introduction de la
résistance de l'air, la notion d'asymptote n'existe pas ; et son travail est la risée
des artilleurs (les bombardieri).

Proposition de Torricelli :

Soit un boulet B (lancé a une vitesse initiale Vo), tombant dans le vide, dans un
champ de pesanteur uniforme g.

Sa trajectoire sera dans le plan vertical (O, Vo, g).

Selon la celebre loi dela chute libre énoncée en 1602 par Galilée (1568-1642), son mouvement ne dépend
ni de sa masse, ni de sa densité.

Soit O I’origine du repeére et B le point symbolisant le boulet, le mouvement est régi par la seule
uu g u u . s
équation : OB :Eg 1> +V, -t qui est I'équation d'une parabole.

Pour un module V, donné, quelle que soit la direction donnée a la « hausse » du canon, certains points
seront hors de portée du canon. L'ensemble de ces points forme une région du plan limitée par une courbe
(C) qui « entoure » le point O ; au-dela de (C), « on est en sOreté », d'ou le nom de la courbe.

Dans le cas présent, sans résistance de I’air, (C) est une parabole, d'ou le nom : parabole de sdreté.


http://www.ac-nantes.fr/peda/disc/scphy/html/charg0p.htm

1616-1703 John Wallis :

e - En 1649, aprés avoir perfectionné ses connaissances en mathématiques dans les
livres d'Oughtred, il accede a la chaire de géométrie d'Oxford qu'il occupera
jusqu'a sa mort.

Wallis est surtout réputé pour avoir perfectionné la méthode des indivisibles de
Cavalieri, ouvrant ainsi la voie au calcul infinitésimal de Newton.

En 1687 dans « Transactions philosophiques » il étudie le mouvement d’un
projectile dans un milieu résistant.

Sir Isaac Newton, philosophe, mathématicien, physicien et astronome anglais né
le 4 janvier 1643 du calendrier grégorien au manoir de Woolsthorpe pres de
Grantham et mort le 31 mars 1727 a Kensington. Figure emblématique des
sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation et la création, en
concurrence avec Leibniz, du calcul infinitésimal.

En 1687, il publie son ceuvre majeure : « Philosophiae naturalis principia
mathematica ». Cette ceuvre marque le début de la mathématisation de la
physique. Newton y expose le principe d’inertie, la proportionnalité des forces
et des accélérations, I’égalité de I’action et de la réaction, les lois du choc, il y
étudie le mouvement des fluides, les marées, etc.

Depuis Newton, on appligue le principe fondamentale de la dynamique :
L'application d'une force IF sur un objet, modifie la vitesse de ce dernier.

L'accélération résultante a , de méme direction et de méme sens que la force appliquée, lui est
proportionnelle. Elle est inversément proportionnelle a la masse de I’objet.
u 1

Ce qui peut étre résumé dans la relation F=m-a.
Dans « Philosophiae naturalis principia mathematica » livre 2 section 7 proposition 40, il a essayé de
donner une théorie de la résistance de I’air.

1646-1716 Gottfried Wilhelm von Leibniz :

Créateur (en concurrence avec Newton) du calcul intégral.

Les travaux mathématiques de Leibniz se trouvent dans le Journal des savants
de Paris, les Acta Eruditorum de Leipzig (qu'il a contribué a fonder) ainsi que
dans son abondante correspondance avec Huygens, les fréres Bernoulli, le
marquis de I’Hopital, Varignon, etc.

L'algorithme différentio-intégral achéve une recherche débutée avec la
codification de l'algébre par Viete et I'algébrisation de la géométrie par
Descartes. Tout le XVIlle siécle étudie I'indivisible et I'infiniment petit.
Comme Newton, Leibniz domine t6t les indéterminations dans le calcul des
dériveées.

De plus il développe un algorithme qui est I'outil majeur pour I'analyse d'un tout et de ses parties, fondé sur
I'idée que toute chose intégre des petits éléments dont les variations concourent a l'unité. Ses travaux sur ce
qu'il appelait la "spécieuse supérieure"” seront poursuivis par les freres Bernoulli, le marquis de I'Hospital,
Euler et Lagrange.

Dans I'histoire du calcul infinitésimal, le procés de Newton contre Leibniz est resté célebre. Newton et
Leibniz avaient trouvé l'art de lever les indéterminations dans le calcul des tangentes ou dérivées. Mais
Newton a publié tard (son proces intervient en 1713, presque 30 ans aprés les publications de Leibniz: 1684
et 1686) et, surtout, Newton n'a ni l'algorithme différentio-intégral fondé sur I'idée que les choses sont
constituées de petits éléments, ni I'approche arithmétique nécessaire a des différentielles congues comme
"petites différences finies".



Dans Acta eruditorum en 1689 il publie un essai de prise en compte de la résistance de I’air sur la

trajectoire d’un projectile.

1685 Francois Blondel :
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Il serait le premier a décrire la bonne trajectoire dans son « Art de jeter
les bombes »

Il fait de nombreuses citations de Tartaglia, par exemple la conception
de cette équerre des canonniers.

Juste apres, il cite Diego Ufano,

pour qui la trajectoire serait celle du boulet ci-contre.

Blondel, décrit comment Ufano, interpréte la trajectoire : « il y distingue
trois mouvements, dont le premier qu’il appelle violent est en ligne
droite, le second qu’il appelle mixte est en ligne courbe, & le troisiéme
qu’il appelle pur ou naturel est aussi en ligne droite ».

Un peu plus loin il indique : « ce sentiment lui est commun avec la
plupart des ingénieurs et canoniers (écrit avec un seul n) Italiens et
Allemans (sans d) qui n’ont pas compris que la gravité d’un corps
n’est jamais oisive ».



I I’honore pour plusieurs de ses découvertes, entre autre pour
I’indication des tirs équivalents pour des angles de tirs symétriques de
I’angle 45 °.

Il professa les mathématiques a Groningue (1695), puis a Béle, aprés la mort de
son frére Jacques (1705), et devint associé des Académies de Paris, de Londres,
de Berlin et de Saint-Pétersbourg. Formé par son frere Jacques Bernoulli, il
avait longtemps travaillé de concert avec lui a développer les conséquences du
nouveau calcul infinitésimal inventé par Gottfried Leibniz ; mais il s'établit
ensuite entre eux, une rivalité qui dégénéra en inimitié.

Il a aussi contribué dans beaucoup de secteurs aux mathématiques y compris le
probléme d'une particule se déplagant dans un champ de gravité. Il trouva
I'équation de la chainette en 1690 et développa le calcul exponentiel en 1691.
En 1721 il donne une solution du probléme de la trajectoire d’un boulet par
quadrature de courbes transcendantes (modéle choisi : F(v)=b-v"). Solution

théorique non applicable par les artilleurs.
Il fut le professeur de Leonhard Euler.

1707-1783 Leonhard Euler :
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Mathématicien et physicien suisse. 1l est considéré comme le mathématicien le
plus prolifique de tous les temps. Il domine les mathématiques du XVI11° siécle
et développe trés largement ce qui s'appelle alors la nouvelle analyse.
Compléetement aveugle pendant les dix-sept derniéres années de sa vie, il produit
presque la moitié de la totalité de son travail durant cette période.

La « méthode d’Euler » est au programme de premiére et terminale S.

Il écrit un traité d’artillerie en 1745.

En dehors de quelques pages, je n’ai pas pu le consulter.



1752-1833 Adrien-Marie Legendre :

Il fit d’importantes contributions & la statistique, a la théorie des nombres, aux
algébres abstraites et a I'analyse.

Une grande partie de son travail fut perfectionné par d'autres : son travail sur les
racines des polyndmes inspira la théorie de Galois ; le travail de Abel sur les
fonctions elliptiques fut construit sur celui de Legendre ; certains travaux de
Gauss en statistique et en théorie des nombres compléterent ceux de Legendre.
Il écrit un traité d’artillerie lors de son passage comme professeur a I’école
d’artillerie.

Ce serait le premier a utiliser un repere lié au projectile.
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1781-1840 Siméon-Denis Poisson :

En 1798, a peine agé de dix-sept ans, il est recu premier a I'Ecole
polytechnique. Il attire alors I'attention de Lagrange et Laplace qui voient en lui
un brillant mathématicien.

Il fut examinateur a I’école d’artillerie.

Il a publié dans le journal de I’Ecole Polytechnique en 1838-1839 un mémoire
sur le mouvement d’un projectile dans un milieu résistant en tenant compte
d’une résistance proportionnelle au carré de la vitesse dans le cas d’un
projectile sphérique.

Dans le tome 3 du « Mémorial de I’artillerie » il publie « Formules de
probabilité relatives au résultat moyen des observations » qui est la théorie
des erreurs de Laplace, et notamment la « loi des erreurs » en artillerie qui deviendra la loi normale.

En probabilité, la loi de Poisson porte son nom.

1873 (capitaine) Jouffret :

Capitaine d’artillerie a I’école de Metz, il enseigne les probabilités liées au tir, étudie la dispersion des tirs.
Il écrit dans son cours « Si on tire un grand nombre de coups et qu’ensuite on aille placer I’un au dessus de
I’autre, en chaque point du sol, tous les projectiles tombés en ce point, la surface enveloppe de ces
projectiles sera semblable & une cloche ».

Cette image sera reprise par Joseph Bertrand en 1887 dans son livre de calcul des probabilités. Elle aura un
succes tel que I’on oubliera la « loi des erreurs » de Laplace pour ne plus parler que de courbe en cloche.

D’autres ont participé... comme J. d’Alembert, F.Siacci (gros travail, réalisation de tables de tir, souvent
repris et cité), J. H. Lambert (développements en séries 1767), B. Riemann, I. Didion, F. Hélie, je ne les ai
pas tous cités, j’en ai forcément oublié, qu’ils me pardonnent.

Malgré ce qui précede, n’ayant pas de loi simple, les artilleurs continueront a utiliser les données

« empiriques » écrites dans leurs tables.

Fin 1800, début 1900, certains auteurs (mathématiciens, physiciens, ingénieurs et/ou artilleurs) écrivent des
traités de « balistique extérieur » qui résolvent correctement le probléme de la trajectoire d’un boulet de
canon (par exemple Charbonnier en 1921).

Il faut remarquer que par la suite, de nouvelles conditions de tir ont demandé de nouveaux calculs.

Par exemple, le canon qui bombarda Paris, appelé a tort « la grosse Bertha »
(c’est pas le méme) pour qui la hauteur atteinte par le projectile lui fait passer

des couches d’air moins dense et change la portée attendue, les rayures
intérieures du canon produisent un effet déviant I’obus (effet Magnus), enfin,

. . I’effet Coriolis s’applique aussi a ce projectile sur des tir a trés longue distance
Le canon qui bombarda (erreur de tir pouvant atteindre entre 3 a 5 km de déviation sur le coté, en
Paris (1918) : longueur ) . . Ay e
36 m, poids 750 t, calibre dehors de I’effet supplémentaire pouvant étre induit par le vent !).
210 mm, obus 104 a

106 kg, vitesse d’éjection
1600 m/s, porté 126 km !




Aujourd’hui, avec une modélisation sur ordinateur, les calculs sont effectués rapidement, de facon
satisfaisante, a condition de savoir programmer les calculs a effectuer !

Résolution du probleme en quatre parties :

La premiere, c’est un cas d’école, comme Torricelli, considére le projectile dans le vide. On sait que les
résultats sont trés éloignés de la réalité (I’expérimentation des artilleurs).

La seconde fait intervenir la résistance de I’air, en considérant que cette force est proportionnelle a la
vitesse du projectile. C’est beaucoup plus proche des résultats de I’expérimentation, I’allure de la courbe
obtenue peut étre considérée comme un bon modele. Nous savons que ce modele s’applique bien pour des
vitesses d’objets animés d’une faible vitesse (v < 10 m/s), ce qui n’est pas le cas considéré.

La troisieme correspond d’avantage a la réalité, on constate en effet par comparaison avec la réalité qu’une
résistance de I’air proportionnelle au carré de la vitesse du projectile fait partie « des bons modéles ». Le
calcul est alors nettement plus compliqué !

Cette troisieme partie donne lieu a trois subdivisions : la premiere concerne le tir vertical, la seconde résout
le probléme par I’application de la méthode d’Euler, enfin, la troisiéme utilise le calcul formel comme
support de résolution.

Pour la quatrieme partie, c’est une remarque concernant la fagon de procéder suite a une erreur qui peut
apparaitre lors de I’intégration des fonctions trigonométriques.

Remarques :

v il n’existe pas UN modele mais plusieurs qui dépendent des conditions : vitesse du projectile en
sortie du canon de I’arme, forme du projectile, longueur du canon de I’arme et forme de ses
rayures...

Il est généralement admis que les modéles de type kv", pour n=2 ou 3, 4, 5 voir méme av’+bv® sont
de bons modeles selon la vitesse d’éjection du projectile.

Dans les conditions du probléme (calcul de la portée, calcul d’une fleche, munition simple, vitesse
initiale inférieure ou égale a 250 m/s) kv’ semble étre LE modgle utile.

v' I’utilisation d’un logiciel de calcul formel permet non seulement d’essayer de nous aider a trouver
des réponses aux questions que nous nous posons, en plus, il permet de récupérer directement par
copier-coller le texte ou les formules des calculs utilisés.

Le probléme est traité dans les conditions suivantes : I’arme utilisée est un revolver a poudre noire
(reproduction du Remington New Army 1858), calibre .45 (soit un diamétre de 11,55 mm ou 1,155 102 m).
Vo=220 m/s = vitesse de sortie de la balle du canon. Masse de la balle (ronde en plomb) :

9,59 =9,510"°kg). Surface frontale de la balle : % sphére de rayon 5,775 10° m :

S1/2 sphere Z(%Jdﬂrz 02,110 m?.

On prendra R, =k, -v avec k;=0,001. R, =%-pair -S-C, v’ =k, -v* avec p,, =1,25 kg/m® masse
volumique de I’air (qui varie de 1,2 & 1,3 kg/m® au niveau de la mer), S la surface frontale du projectile,
C,=0,25 pour une balle ronde, le coefficient de pénétration dans I’air (0,25 a 0,20 pour une bonne voiture)

et v la vitesse du projectile. On prendra donc k, =3,27x107° kg/m.

Remarqgues :

v habituellement, pour résoudre les équations différentielles de ce probléme on procéde par
séparation des variables et intégration (recherche d’une primitive). On peut aussi appliquer la
méthode de résolution de I’équation différentielle y’+ay=b au programme de la classe de terminale
S, au moins pour les deux premieres parties,

v"depuis Bernoulli et Legendre on utilise dans le cadre de la résolution générale un repére lié au
projectile (dit de Fresnel), ce qui n’est pas retenu ici,

v I’arme utilisée est en réalité de calibre .44 (soit un 11,43) dans laquelle il faut mettre en force des
balles en plomb de calibre .45 ! Cela permet un bon ajustement du projectile au canon. Seule une
trés faible partie de plomb est enlevée lors du chargement (donc la masse a prendre en
considération est celle des balles de .45).




Il. Résolution du probléme dans le vide (Torricelli) :

Les calculs « classiques » depuis Torricelli, calculs « dans le vide », sans frottement.

[ ﬁ’/;,_ _ A t=0 le projectile est lancé a la vitesse V, selon un
M 2 T angle a (en degrés) avec I’horizontale. On considére
iy que seul le poids s’applique a la masse M du
2 projectile.

Dans un repeére orthogonal, la décomposition sur les
= axes [ox) et [oy) permet d’écrire :

{VOX =V, -cos(a)

U v, =|V,
_ ou v, .
Vo, =V, -Sin(a) o AVell

& ®
En un point M quelconque de la trajectoire nous avons :

Horizontalement :

1. Alamain:
]
i

[ r d?x I dv, !
cl=m-a ci=m-—r--i=m-—*.i
dt dt

horizontale.

r
=0 avec m=0 ou ay représente la valeur absolue de I’accélération

. . . av P . N
Ce qui permet d’écrire d_tx =0. Par intégration directe : v,(t)=Ky, ou Ky est une constante.
Détermination de la constante : vo=Vy(0)=Vo-cos(at). Donc vy(t)=vo-cos(ar).

dx . T s
Alors E:VO -cos(«) qui par intégration donne x(t) =v, -cos(er) -t + K,, . Les conditions initiales

permettent d’écrire ‘ X(t) =V, -cos(a) - t | (1).

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

Remarque : on utilise ici un logiciel de calcul formel bien que les éléves soient capables d’effectuer les
différents calculs, un peu pour son apprentissage et, surtout pour mettre en place un modéle de procédure
d’utilisation.

Maple est freqguemment utilisé dans I’enseignement supérieur. Il est « inabordable » en lycée (question de
prix). J’utilise ici TI-Nspire qui correspond a ce que I’on obtient avec Dérive ou une calculatrice formelle
TI89 ou V200 (puis sans doute la TI-Nspire) que possédent certains éléves de T S.

© Partie 1 . calcul de x(r)par recherche de primitives (ca!cufformef) Terminé
dev 0
© Cest bien 0. Pas de constante car pour le logiciel "c'est entre 2 bornes" Terming
v=v0-cos(a] v=cos(a]-v0
[ cosla)vodt cos(a)-vo ¢

x=cos(a)-v0-r x=cos(a]-v0-r




3. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul
formel :

© Boite noire . calcul de x(r)par résolution d'équations différentielies (cafcufformef)

Terming
deSolve(v'=O and v(O)=vG-cos(a), r,v) v=cos(a)-v0
deSolve(x'=cos(a]-vG and x(0)=D,r,x) x:ccs(a)-vﬂ-r

Tout cela correspond, avec parfois une écriture « inattendue », a ce qui est calculé dans le texte ci-
dessus, pour la méthode utilisée : résolution par intégration apres séparation des variables.

Verticalement :

1. Alamain
r r d?y I dv, r N .
F-j=m-a j= rTol j :m-d—ty- j=-m-g-j avec m=0, ou a, représente la valeur absolue de

I’accélération verticale et g=9,81 m.s une approximation de I’accélération de la pesanteur terrestre.
. . dv T .
Ce qui permet d’écrire d_ty =—g . Par intégration directe : v(t)=-g-t+Ky, ou K, est une constante.

Détermination de la constante : v,, =v, (0) =V, -sin() . Donc v, (t) =-g -t +V, -sin(a) .

Alors 3—):: —g-t+V,-sin(ar) qui par intégration donne y = (—%g 12 +v, -sin(a) -tj+ K,y -

Les conditions initiales permettent d’écrire | y(t) = —Eg 1% +v, -sin(a) -t (2).

2

_ . 1
En éliminant t entre les expressions (1) et (2), on trouve [y(X)=—=-Q -

2 W+X'tan(a) (3)

Avec ¢g=9,81 (m/s?), a=45 (en degrés) et vo=220 (m/s).
Dans ce cas, on remarque que le résultat est indépendant de la masse, de la taille (surface frontale)
du projectile.

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

© Partie 1 : calcul de y(r)par recherche de primitives (ca!cu!forme!) Terming
f’gdf gt
v=-g trv0'sinla) v=sin(a) vo-g ¢
-g t+vO-sinla)de 2
f sin(a]-vo-f—&
2
© remargue : j'ai mis des parenthéses -g-r+v0-sin[a)) efles ont disparues... Terming
2 2
oy -t
y= 32 +sin(aj-v0-: y=sin(a)-v0-r—gT




3. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul

formel :

© EBoite noire : calcul de y(r)par résolution d'équations différentielles (cafcufformef)

Terming

deSnlve(v'rg and v(0)=v0-sin(a), r.‘,v)

v:sin(a)-vﬂ—g-r

deSolve(y'rg-HvG-sin(a) and y(O):D,r,y) g.,_«?
y:sin(a)-vﬂ-f——
2
g 42
Y= AL +sin(a)-v0-r y:sin(a)-vﬂ-f—&
2 2
4. Ecriture dey en fonction de x :
© expression de y en fonction de x Terminé'
solve(x:cos(u) v, r) i X
cos(u)-vﬂ
PR w2
y=—2 d +sinla) vo- ft= y=tan(a) x- £=
cos(u)-vﬁ 2-(cos(a))2-v02
2 L2
y=tanla)-x-———5% y—tan(a) x- £X

2 (cos(a))g -vGE

2 (cos(a))g -vGE

Remarque : d’habitude le logiciel écrit certaines conditions lors de I’écriture des solutions d’une équation.

Ici il semble ne pas s’intéresser aux quantités en dénominateur, a # > etv, #0. Il est vrai que dans les

conditions du probleme nous savons que c’est le cas (le logiciel non !).

5. Application numérique : (calcul formel)

© Application numerique, calcul de ia portée :

Terming

2
t !
+sm(a)-v0-f=0,.t‘)|g=9.81 and v0=220 and a=45

solve

t=0or t=31.7153

xzcos(aj-vo-f[gzg.ﬁl and v0=220 and a=45 and {=31.71

x=4932.92

© calcul de portde de deux angles symétriques eu égard & 45°

Terming

2

solve 5!
2

+sin(a)-v0-r:O,.rJ[g=9.81 and v0=220 and a=35

t=0 or 1=25.7262

x=cos(a)-v0-:‘[g=9.81 and v0=220 and @=35 and =25.72

x=4635.09

_g.IQ t=0 or {=36.7408
solve 3 +sin(a)-v0-:‘=0,:‘ |g=9.81 and v0=220 and a=55
x=cosla)"v0 dg=9.81 and v0=220 and a=55 and (=36.74 x=4636.1
© aux approximations prés, un petit métre de différence pour 4500 m. Termine




6. Lareprésentation graphique :
Insérer une page « graphiques et géométrie ». En mode coordonnées polaires (paramétriques), plage des
parametres : x variant de 0 a 5 000, y de 0 a 1 600, le temps varie lui de 0 a 32 s. Prendre un pas de 1.
Recopier les formules obtenues (copier-coller), ne pas oublier d’indiquer la valeur des coefficients, angle a

(vérifier que I’on est en mode degreé), g et v,. Valider.

1600F y
(2466.99,1233.44]
100 .
’ ( 4933.52,0 221151 ]
0 200 5000

x1(r)=cos(a)-v0-z|v0=22ﬂ and g=9.81 and a=45

o g2
y1[r)= ng +sin|:aJ-vG-r|vO=220 and g=9.81 and a=45

En mode trace nous obtenons I’affichage de deux points
caractéristiques : la portée, 4933 m au temps 31,71 s (le temps
n’est pas affiché avec les coordonnées visibles sur le

£54833.52,0.221151, =31.7139)  graphique, pourtant il est bien présent lorsque I’on est en train
d’utiliser le mode trace), ainsi que I’altitude atteinte lors de ce

tir 1233 m au temps 15,8 s.

On fera remarquer que pour deux angles symétriques vis a vis de 45° la portée est identique (dans ce cas).

1800F (2323.12,1655.29)

Ci-contre deux tirs, I’un a 35°,
I’autre a 55°, méme portée.

(2322.71,811.572)

(4636.01,0.271509 |

100

% 200 s00d
x2(t)=cos|a)-v0 fv0=220 and g=9.81 and a=35
y2(f)=— ;2 +sin(a)-v0- =220 and g=5.81 and a=35
)G(i)=cos(a)-v0‘r|v0=220 and g=9.81 and a=55
y3l1)= gl +sin(a)v0- (v0=220 and £=9.81 and =55




Remarque : On aurait pu bien évidemment tracer y=f(x). Apres tout, travailler en mode paramétrique est
une bonne chose.

Calcul de la portée (distance maximale de tir) : il faut y=0. La solution triviale x=0 n’offre pas d’intérét
pour le probléme.

. 1 ) S
L’expression y = —Eg 1> +v, -sin(a) -t est la plus pratique a utiliser.

2v, -sin(a)

En factorisant, yz(—%g T+, -sin(a)j-t, dout=0out= . C’est le temps de vol du

projectile pour la plus grande distance atteinte.
2v, -sin(a) _ v,” - 2-sin(a)-cos(a)

9

Reporter cette valeur dans I’autre équation : x =V, - cos(«) -

v, -sin(2c)
g
Cette expression est maximale pour sin(2c,) maximum, soit a=45°.

Or 2sin(a) -cos(e) =sin(2¢) donc finalement x =

Remarque : il est aussi possible d’utiliser le logiciel ou une calculatrice formelle :

|,“ﬂ R1oebra|Catc other Pras1olcienn ug] || C’est bien I’expression trouvée précédemment (remplacer
u=tantay x———3% | 2sin(a)cos(o) par sin(2a)).
2-(cns(a)jz-ulﬂz
=
u sulve[tanta)-x _g—xzz =0, x]
2-[cosfa)]< ul

- Z-Ein(aj-cnstaj-vlﬂz
7 [cos

W XN 22X cosCad ) 2 ¥l 2 )=0, ..

k

oF ®x=0 or
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Avec les résultats obtenus et d’aprés les données du probleme il est possible de calculer :

2 qi 2 i
Yo_Sin(2a) = 220 5 22(90) ; 4933 m. C’est beaucoup pour les utilisateurs
g L

(expérimentateurs), totalement irréaliste.

v Tempsdevol : t= 2v, -sin(@) _ 2-228-8Sl1n(45) . 31725,
g 1

v’ Altitude maximale (dans le cas de portée maximale) : elle sera atteinte lorsque la vitesse
V, -Sin(a)  220-sin(45)

ascensionnelle s’annule. v, =-g-t+v, -sin(a) =0 pour t= g 981 ; 15,86 s.

v Portée: x=

D’ou I’altitude atteinte lors de ce tir :

y :—%g % +v, -sin(a) -t :—%'9,81-15,862 +220-sin(45)-15,86 ; 1233 m.

v" Tir vertical, altitude maximale : t:%; 22,43 puis
2
y=—£g-t2+v0-t=—1'9,81- 220 +220'E; 2467 m.
2 2 9,81 9,81

Ce qui est totalement irréaliste.
On comprend que les artificiers de I’époque de Torricelli se soient moqués de lui.

lll. Influence de I'air, force proportionnelle a la vitesse :

On considére une force de réaction due a I’air proportionnelle a la vitesse. Ce qui est vrai pour un mobile &
faible vitesse (véhicule lent, parachutiste, boule de pétanque, boulle de pétanque par exemple).



B . Vitesse Vj selon un angle o (en
degrés) avec I’horizontale.
Dans un repere orthogonal, a
décomposition sur les axes [0x) et
[oy) permet d’écrire :

{VOx =V, - cos(a)

Vo, =V, -Sin(a)

I — '_,,ﬂ" A t=0 le projectile est lancé a la
Vo
—
|:.

N wuu
ou v, =|V, |

La force de réaction de I’air est
proportionnelle a la vitesse.

Le modele choisi considére

wua

R,=—k-v,-i et R =—k-v -jol

) X

V, =V-cos(a) et v, =v-sin(a).

Remarque : pour les calculs manuels ainsi que pour comparer avec les formules données par le logiciel de
calcul formel, d’un vieux grimoire du millénaire dernier que j’utilisais en tant qu’étudiant, j’extrais les
formules suivantes (a donner aux éléves) :

1 T Tu = ur! 27 f du —'—lArc 2 ou — L Arccotg d
’ .JH'“t n+1 n -l ' u? +a? a tga a a
du . d 1 u—a
2. — = Log |ul 28 u = — L
u j uz — a2 2a 0g|u+a
14. f eidu = ek 17.f th u du = Log ch u

La premiere formule s’utilisant y compris pour n négatif (ce qui n’est pas habituel pour les éléves de lycée),
la formule N° 27 demande un commentaire supplémentaire : on obtient cette forme lorsque I’on travaille en
radians, en degré un coefficient ©/180 intervient alors.

Enfin, on remarquera dans les formules 28 et 17, I’ancienne écriture Log pour In.

La résolution : en un point M quelconque de la trajectoire nous avons :

Horizontalement :

1. Alamain:

r r d?x r dv, T r r . ,
F.i=m-a,-i=m- -i=m-—%.i=-R -i=-k-v, -i avec m=0 ou a, représente la valeur absolue de
g g dt? dt g g

I’accélération horizontale, k un coefficient fonction du projectile (on prendra k=0,001 kg-s™).

. , . v k . . . m dv .
Ce qui permet d’écrire d_tx =——-V,. Puis séparation des variables —-—*=—dt , avec k et m positifs.
m

X

Remarque : dans les conditions du probléme, v, >0 donc |v,|=V,.

S m \ L m
Par intégration : ?In(vx) =—t +Kyx. D’aprés les conditions initiales lezfln(vw) .

Alors D in(v,) =R in(v,,) —t s"écrit T Inv,) — 2 In(vg,) = (In(v,) — In(vy,)) = —In| 2 |=—t.
K K K K K KoLy,
o] ke oy kR g
Puis e [V"*] =e mt, soit - =—"¢ m gt finalement V, =V, - € " =d—.
VOX m dt



k

Co m
Une nouvelle intégration : x(t):—?vme "+ K,y

k

Comme x(0)=0, x= —%VOXE_”‘ +

m . .
?VOX . Ce qui avec une mise en facteur en tenant compte de

k
i m —
Vo, =V, -COS(x) S’écrit : x(t):?-vO -cos(a)-[l—e mtj.

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

© Partie 2 calcul de x(f)par recherche de primitives Terming

m m-ln(|v|)

_dv Focshb .1 1
kv k

solve

=-r+k}x|v(0)=vﬂ-cos(a) and 1=0,k1x

ln(cos(a)-vﬂ)- m

kilx=

m-ln(v) ln(cos(u)-vﬂ)-m

k k

m-ln(v) ln(cos(u)-vﬂ)-m

k k

m-ln(v) ln(ccs(a)-vﬂ)-m

factcr(ccnﬂencm( . -

-

-m (IH(CGE(H)'VG)_IH(V))

k
Torming
© résultat partie gauche que on réécrit avec ln(u)—ln(b):ln(%} ermine
© sachant que pour la partie droite nous obtenons —t . Terming
m v N
Pk —):_r m-ln(—
k ccs(a)-vﬂ cos(a)-vﬁ .
k
u . ket
solve(— : ln(—):-r,v) R G
CDS(H)IV@ v=cos(a)-v0-e "
Kt Kt
cos(a) vore ™ dt m

kot

-cos(a)'m'vﬂ'e i

solvelx=
k

+hk2x|x=0 and ¢=0,k2x




kot

-cos(a)-m-vﬂ-e i cos(a)-m-vﬂ

k

x=factorlcomDenom Hh2x ) || k2x=

( ket ) ket
:cos(a)-m-vﬂ- e -1je ™

k

X

3. utilisation d’'une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul
formel :

© EBoile noire : calcul de x(r)par résolution d'équations différentielles (cafcufformef)

Terming
-k kot
deSolve|v'=—"vand v(O):vG-cos(a),r,v —
M v=ccs(a)-vﬂ-e i
ket ( ket ) ket
deSolve x'zcos(a)-vﬁ-e ™ and x(ﬂ)=0,r,x = cos(a)-m-vﬂ- e -1/e ™
k
Verticalement :
1. Alamain:
r r d?y I dv, r N ,
F-j=m-a j= m-F- j= m-E- i =—(k-vy +m~g)~ Jj avec m=0, ou a, représente la valeur absolue
de I’accélération verticale et g=9,81 m.s”? une approximation de I’accélération de la pesanteur terrestre.
. . dv _ mdv
Ce qui permet d’écrire m—2 =—(kv, +mg), puis ———— = .
dt kv, +mg

Equation différentielle aux variables séparées. ?In(kvy +mg)=-t+K, .

Pour t=0 v, (0) =v,, d’ou K|, =%In(kvOy +mg) etdonc %In(kvy +mg) =-t +%In(kv0y +mg)

Que I’on écrit %In(kvy +mg) —%In(kvoy +mg) =—t =%(In(kvy +mg) - In(kv,, +mg))

kv, +mg
) kv. +m k '"{Vﬂm] X kv, +m L
Soit: In &, +mg —_"t.Oncherchev, donc e ™/ —gm SOIty—gze m
kvy, +mg m kvy, +mg

. dy Ky . dy ( m j S m
Puis, kv, =k—=(kv,, +mg)e ™ —mg et, finalement —=|v,, +—gle ™ ——g.
y dt ( Oy g) g dt Oy k g k g
Ce qui est encore une équation différentielle aux variables séparées.
_k
yz—%( oy +%gje m —%g xt+K,,. Pour t=0 y(0)=0 donc K,, =%(voy +%gj



m( . jm mm(v N jm( 2 jl L
y_ k oy kg kg k 0y kg_k oy kg kg

_k
y(t) =%(vo xsin(a)+%gj{1_e mrJ_%g y

y en fonction de x :

m-V, - cos(c) j

sin(ar)-k?-v. +m-g-k)-x—v, -cos(a)-m?-g-In
( (@) otm-g ) 0 () g [m.vo'cos(a)—k-x

y(X) =

cos(ax) -k” -v,

Avec g=9,81 m/s2, m=9,5 107 kg, k = k;=0,001 kg-s™, a=45 (en degrés) et v4=220 m/s.

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

© Partie 2 calcul de y(f)par recherche de primitives Terming
J m m-ln(|k-v+g-m|)
dv Bl ol A B
kvtm g k
m-ln(k-v(0]+g-m) , ln(sin(a)-k-vﬁg-m)-m
solve| ——————=—=-t+kly|t=0 and v(0]=v0-sm(a),k1y kiy= .
solve( ik 1n(k-v+g- m) =t ln(sin(aj- botis m)l i ,r) (= o (ln[k' vtg m)—ln(sin(aj-k- vitg m))
k k
© Que fon écrit ln(ﬂ)z—E Terming
sin(a:l-k-vO-m-g m
) ( kvtmg ) Tkt Tkt
en sin{a) kv0m g _g kvigm _
sin(a)-g-k-m-vo
- kt Kt
solve &ze oy g mie™ —sin(a)-k-vo e
s1n(a)-g-k-m-v0 v= ”
Tkt Terminé
. e 5 m _ 5
© Que lon dcrit . Qz (sm(a) cdiilsri g)e il
dt k
ket L Kt i
(sin(a)-k-vﬁm-g)-e & Mgy, -migkte™ +sin(aj-k-v0+g-m g oft
k K2
(g ke ket K2y (sin(a)-k-v?g-m)-m
o kte +51r1(a:l kvOtg m|-e Hk2y=0ji=0,k2y k
k2
Kt e |
e -mlgkte™ +sin[;)-k-v0+g-m e ™ k2 lk2y= (sin(a)-k-v;%g-m)-m
k k
ot ket

-m (g-k-f—sin(a)-k-vo—g-m e +sin(a)-k-v0+g-m e
),_
2

k




kt et
- Lg-k-f—sin(a)-k-vo—g-m)-e m +sir1(a)-k-v0+g-m e
propFrac|y=
2
ket
_ -sin(c;r]-:rjrr-vo_g-m2 e gmit sinfaj-m-vo . g-m2
Y k 52 k k ;2
ket Terming
© Que lon écrr’f:y(:):%- sin(a)-m-vwm—f) 1-e ™ —mnglf

Remarque : on est parfois surpris (par la forme) du résultat, qu’une réécriture permet de prendre une forme
similaire aux résultats trouvés.

3. Utilisation d’'une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul

formel :
© Boite noire : calcul de y(r)par résolution d'équations différentielles (cafcu."formef) Terming
deSolve(m-v'z-(k-Wm-gJ and v(OszO-sin(a],:‘,v) ket
V= sin(a]-vm—g'm g™ -EX
k k
Kt kt kt
deSolve ':(sin(aj-vol g:’)-e m ‘im and y(OJzO,r,y - (g-k- r—sin(aj-k-vo—g-m)-e m +sin(aj-k-v0+g-m e ™
}}:
kZ
© Expression de y(f) semblable a celle trouvée quelques lignes plus haut. Terminé
4. Ecriture dey en fonction de x :
© expression de y en fonction de x Terminé
it Kt ( -cos(a)-m-vo )
— — mln|———————
cos(a]-m-vo- e™M_1/g™ ) k-x—cos(a)-m-vo cos(a)-m-vo
solvelx= 1 = K B2 . . 0
k x cos(a) m v

Kt ket ln -cos(a)-m-v@
. - (g-k- f—sin(a)-k-vo—g-m)-e M +sin(a)-k-v0+g-m e ™ = k-x—cos[a)-m'vO

k? k

cos(a]-g-mz-vo-ln M

el folo) kvorg ) kx

y:
cos(a)- Ko

© Expression nettement plus compliquée que celle de la premiére partie. Terming

5. Application numérique : (calcul formel)

© Application numérique . calcul de la portée : Terminé
kt kt
-m (g-k-f—sin(a)-k-vo—g-m)-e i +sin(a)-k-v0+g-m e ™ >
solve =0,t||g=5.81 and v0=220 and g=45 and 4=.001 and m=.00¢
k?
t=0. or =23.1376
( kt J Kt 1348.36
mvole™ -1)-e ™
coslal m v lg=9.81 and v0=220 and =45 and k=001 and m=.0095 and (=23.13

k




La portée est donc de 1348 m (pour un tir a 45°) et il faut 23,13 s au projectile pour parcourir cette distance.

6. Lareprésentation graphique:

Copier directement les formules dans I’éditeur de fonctions pour tracer la courbe représentative. Ne pas
oublier d’indiquer la valeur des coefficients a, g, m, k et vq. Valider.
J’ai tracé cette courbe dans le méme repére que la précédente pour comparaison.

1400%
(923.23,608.623)
50
0
0 200 (1348.45,0.059585 | 5000

J:cos(a).m,vol(e%_l)leﬂ

x2(t
k

[v0=220 and £=9.81 and =45 and 4=.001 and m=.0095

ke ke

( J:-m-((g-k- f—sin(a)-k-vo—g-m)-e i +sin(a)-k-v0+g-m e M

y2it 5 [v0=220 and £=9.81 and a=45 and 4#=.001 and m=.0095
k

Le résultat est remarquable. On se rapproche trés fortement de la réalité (expérimentation).

On peut remarquer une trés grande différence de portée entre les calculs des premiére et deuxieme parties.
L allure de la courbe est trés différente de la parabole précédente, assez semblable & ce que Diego Ufano en
1610 a pu déterminer (avec quelques erreurs) par expérimentation.

[On recherchera les mémes questions que précédemment : portée, altitude maximale..., directement sur la
courbe tracée par la machine, les résultats ne sont de toute fagon qu’une certaine approximation de la
réalité, c’est indicatif sans plus.]

On trouve environ 1350 m de portée pour un temps de vol de 23,1 secondes. Une altitude maximale (pour
ce tir) de 608 m a une distance de 923 m aprés 9,1 s.

La trajectoire n’est pas symétrique par rapport a son sommet. Il faut un peu plus de 900 m pour la montée
et, seulement un peu plus de 400 m pour la descente.

Il est conseillé de vérifier que pour des angles proches de 45° la distance est ou non inférieure.

(969.092,320,845 Pour un angle a= 28 ° la portée est plus importante.

1520 m apres 16,5 s de vol.

(1520.47,0.115858

0 200



Remarque : la préversion dont je dispose n’a pas encore toutes les fonctions prévues. Je ne dispose pas de
deux outils qu’il est intéressant d’utiliser ici.

D’une part la possibilité de tracer une famille de courbes, d’autre part des outils mathématiques liés aux
représentations graphiques (maximum, minimum, ...). Cela devrait étre réglé avec la prochaine version,
prévue le 1% septembre 2007.

Provisoirement, avec une V200 :
s alearclother Pramolciesy ve] | Construire une liste de valeurs (une suite de
nombres) a examiner pour I’angle (variable a),

voir écran de gauche.

mseqintl.n, 26,46, 10+ a
L27 22 29 30 31 32 3T 34 IS5 p

Faire tracer la courbe sans renseigner ce

parametre.

~ £ izoon|racerestepnliztnbraul 217 ] Utiliser le menu F5 Math pour rechercher le point le plus éloigné du point de
== départ.

On remarquera qu’il n’est pas possible de décrire chaque courbe avec « trace »

car une seule est active (la courbe N°2 ici, pour UNE SEULE valeur du

parametre).

IV. Influence de I'air, force proportionnelle au carré de la vitesse,
Cas d’un tir vertical :

L’étude préalable du tir vertical permet de travailler dans un premier temps sur un probléme (d’apparence !)
plus simple que le cas général envisagé. Elle permet de plus de pouvoir répondre a la question : « une balle
tirée verticalement est-elle dangereuse ? » (sous entendu, redescend-elle aussi vite qu’elle est montée).

Remarques :
v Dans le cas de la descente les calculs m’apparaissent trop compliqués pour des éléves de lycée, y

compris en utilisant I’aide du logiciel de calcul formel. Il serait intéressant de procéder par
expérimentation, comme le fait Jean Louis Balas dans une fiche « F1n Résistance de I’air,
cinématique Bac Pro » avec des filtres a café. Puis donner la loi déterminée aux éléves.

v on calcule les différents résultats avec des angles en degrés. Lors des intégrations ou de la

. . A eei .. 180 . . .
résolution d’équations différentielles, un coefficient — apparaitra dans certaines formules qui en
VA

paraitront d’autant plus compliquées. [on peut dire aux éléves qu’il y a donc de bonnes raisons de
s’habituer a travailler en radians].

A t=0 le projectile est lancé verticalement a la vitesse V.

?‘r — Dans un repere orthogonal, la décomposition sur les axes
R [ox) et [oy) permet d’écrire :
Mi1= M= v. =0 wi
LR F {"*_ ot v, ||V, ||.
= sy Vo, = Vo
Y La force de réaction de I’air est proportionnelle au carré de la
vitesse.
Montée Descente Le modéle choisi considére R, =—k-v,*- j.

En un point M quelconque de la trajectoire nous avons :
A. La montée :

1. Alamain :
Rappel : formules N° 27 et 28 du « grimoire » :



du 1 u 1 u du 1 I“ a
=— -_ _— — 28.f = — Log
27.f 7 1 a2 . Arctg . ou g Arccotg = w2 pe % " +a

Il faut distinguer les deux cas, montée puis descente :

A la montée la pesanteur et la réaction due a I’air sont dirigées dans le méme sens, vers le bas. La formule
du « grimoire » qui sera a employer est la formule N° 27.

A la descente la pesanteur est dirigée vers le bas alors que la réaction due a I’air est dirigée vers le haut. La
formule du « grimoire » qui sera a employer est alors la formule N° 28.

r r d?y dv, ) r X .
F,-j=m-a -j=m- prexs j=m d_ty i= —(kvy + mg)- J avec m=0, ou a, représente la valeur absolue de
I’accélération verticale et g=9,81 m.s™ une approximation de I’accélération de la pesanteur terrestre.

_ . dv, ) _ m-dv, m dv, .
Ce qui permet d’écrire m—=—(kvy +mg), puis s =— =—dt oum, ketgsont
dt m-g+k-v,” k m-g_, >
k y

tous positifs.
Pour une intégration (recherche de primitive), en degrés, donc avec un coefficient 7 /180 supplémentaire :

dv du

——~—— estde laforme (N° 27) j' — = ”__arctan [EJ 0U — ———arctan (Ej :
m-g_ 2 a®+u” 180-a a 180-a a
k y

1'iarctan L'v =-t+K,.
k-g 180 m-g

Détermination de la constante :

pour t=0 et v(0) =v,, =V, d’ou K, = ki-ﬁarctan( L-VOyJ.

On obtient :

m k m k
—— . —arctan| |——-v|=-t+ |[—— -—arctan| |——-V,,
k-g 180 m-g k-g 180 m-g

Il faut isoler v pour obtenir une nouvelle équation différentielle aux variables séparées... faire passer les

k-g 180

V=-— Mtan @t g_.k_i.arctan L'VOy
k V4 V' m 180 m-g

coefficients ( — LJ a droite puis prendre la tangente des deux quantités.

Remargue : il est possible de tracasser les éléves pour leur faire obtenir des formules plus « agréables » a
partir des formules d’addition des sinus cosinus (et tangente) vues en premiére.

sin(a —b) = sin(a) cos(b) —sin(b) cos(a)

cos(a—b) =cos(a)cos(b) +sin(a)sin(b)
tan(a) — tan(b)

1+ tan(a)tan(b)

(Faire se) rappeler aux éléves que

leur faire déduire que tan(a—b) =

. . . . - 180
Indiquer que le calcul sera fait en radians, pour ne pas compliquer les calculs avec les coefficients — .
T

Nous venons de calculer v :



v=—,/mta 180t g—k—i-arctan L-vo , réécrivons la formule sans le
k r m 180 m-g

.. 180 . . ) . :
coefficient — d0 au travail en degré et, avec une petite astuce (pour obtenir m.g partout) :
VA

v:_dmtanwL.gt_m[ /L.VOYB
k g-m m-g

Reconnaitre la forme tan(a-b) et appliquer :

tan[ k-gt}—tan arctan( k-VOyJ
__|m-g m-g m-g
V' k K K '
l1+tan| [——-gt|-tan| arctan| |—— -V,
m-g m-g
m-g k
voy—‘/k-tan[ /M-g-tJ

1+ k. -voy-tan[ k. -g-tj
m-g m-g

Forme « un peu plus simple » que la précédente.

Qui permet de remarquer que la vitesse s’annule pour k. Vo, = tan{ k. g -tj,
\} m-g \} m-g
. 1 /m-g k . .
soit tza- T-arctan m_g.voy (ATTENTION : ici les angles sont en radians !).

Ce qui peut se calculer avec les données de I’énoncé : g=9,81 (m/s?), a=45 (en degrés) soit « =% (en

Soit|v=

radians) et vo=220 (m/s), k, =3,27x107. Alors t_monee=7,25S.

Nousavions:v=—/mtan 180t g—k—i-arctan L-vo
K 7 m 180 m-g

Ce qui peut s’écrire ﬂ:— m-g9 tan 180 g—k—L-arctan kK *Vy, | | Qui est encore une
dt k T m 180 m-g

équation différentielle aux variables séparées. Que I’on traite par intégration de chacun des deux cotés, avec

I’indication : J‘[—a'tan(@hdetzgln(
V4 b
une constante pres).
cos[180 fk 9 - arctan( /L-voyn
m-g

On devrait donc avoir : /
pres) avec v(0) =v,, =V, ety(0)=0.
cos (ﬂ /k 9t arctan[ /L-VOYJJ
Vs m m-g
Détermination de la constante : K,, =——In # :
Y2k kevS+m-g

cos(@- b tjU (quand on travaille en degrés, toujours a
T

In (& une constante

Avec quelques simplifications y =%In +K,, .

Soit enfin ;



y(t)——ln cos| 280 /k 9 t—arctan L-VO + M % .
T m m-g 2k kK-v,”+m-g

. . . 1 /m k
On peut calculer I"altitude maximale atteinte sachant que t =—- Tg -arctan( — -VOYJ :
g

2-k
Avec les données de I’énoncé on trouve t
pour le calcul de tmontee)-

2
Yimax :i‘ln(l—i- k Yo J

montée ?

mg

; 7,25s ety ; 419 m (attention ici angles sont en radians

Ces données me semblent cohérentes avec les autres résultats. Je n’ai pas les moyens de les vérifier.

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

Vérifier que I’on est en mode « degrés ».

© Fartie 3 calcul de _y(:‘)par recherche de primitives | cas de la montée Terming

1 du J'['tan"(ij
a2+u2 a
180-a

© Rappel : travail en degreés... Terming

mn

k4

‘T tan’ Ji-v
el
180z %

Fo
Tiv

J;-Jt-tan"
solve J‘gJ;
180-Jg -k

=-t+k1x|t=0 and v=v0,kix

J_vO
e dn) "

180

kix= Jg J;

. drorid ] LE V0
& \m tan J_ J_ JE — J‘g V’;
v= i T and Z< i 180 T
k 2 m 2
© On écrirait peut étre autrement... Terming
JE L c JEIVO e
e g 5 ffeMedm
) 160 s J_ 180 . 160l Jk 180
J;-J';'tan m-In|cos
¥ J;'TI: dt y= J;'JI
Jk k
© On reprend un peu celle écriture avec cerlaines factorisations.., Terminé




J;'VO

180z Jk ¢ i

In|—E" |
_ g-m+k-v02

mIn|cos
Tm ym
solvely= J_k J; J_ +k2y|t=0 and ¥=0,A2y k2y= ok
180 g Jkt ko m
m*In|cos JEJ_ tan” J_v D ln‘g72-m
s JT'J; g'J; g mt+kvo
k 2k
tan? J;-vo ymm
180-| [ Jikt- lg-dm
180 1 £m ;
mInjcos n 2 m
; J;'T[ g mtkvo
k 2k
© Temps de montée et altitude maximale Terminé
ko k-
tan” JJ—_;— mam tan” JJ—_J— ‘T
180-| g Jk- - A — WSV ppn fm
idm 180 180 Jg-Im
g mtan J_ = J_JE or JE =0
solve T =0,¢ &
I
i JE'VO Ferminé
tan” ‘T
k"
180 "
© Donc t_montée=
LT
tan” JE.VO me
180 J;JE{ J;]-JSE . tan™ JE'VO -
m'Injcos In 5 5 m J;J; J;
S J;'TE £ mtkv0 = 180
= |t=
k 2k gk
-In|—&7 2)-:31
S g mt+kv0
2k
2 Terminé
kvo
© Qu'il est plus agréable d'écrire :ymax:i'ln 1+
2k mg
3. Application numérique :
© Application numérigue, calcul de la hauteur atteinte Terminé
Jrvo t_montée=7.25267
tan™ ‘T
=l -
t_montée= 180 [v0=220 and g=9.81 and a=45 and ¥=3.27 10™ and m=.0095
LT
- vo2 5 ymax=419.714
ymaxzﬁ-ln 1+ [v0=220 and g=9.81 and a=45 and ¥=3.27-10 - and m=.0095
: mg

Il faut 7,25 s pour atteindre I’altitude maximale d’environ 420 m.

4. Utilisation d’'une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul
formel :

La montée :



© Boite noire | calcul de _y(.f)par résofution d'équations différentielles (mfcufforme!). Cas de fa montée Terminé

-
JEJ_

o ldidn i n

deSolve(m-v'=-(k-v2+m-g:| and v(0)=v0, f,v)

tan™

tan” Jmm
o o = 180 Golie lg-fm
v n nd e 180 e
[k 5 Jm 2
kvo
tan” -J;-n
180-| g Jk-¢ lg dm J
Jg-Jm-tan 180
deSolve|y'= JE L and y(OJ=O,r,y
J; vO J_
w0l o ff s {m |
m-In\cos 180 In gn )-m
_ J;'Tl g-m+k-v02
¥ k 2k
5. Lareprésentation graphique :
4501t
L
[5,419.713)
50
%05 20"
)(1[:):5
JE v J_
o0 o Mg fm |
mInjcos J_ 160 In £n QJ-m
1= p i g'mj:o v0=220 and £=9.81 and k=3.27-10 > and m=.0095

Lecture sur la courbe : altitude maximale : 419,7 m aprés 7,245 s.
Par calcul il a été trouvé : altitude maximale 420 m apreés 7,25 s.



B. La descente :

1. Alamain:

On considérera que pour t=0, y(0)=Ymax
r r d?y I dv, I r N .
F-j=m-a -] :m-F- j= E J—(kv —mg)-j avec m=0, ou a, représente la valeur absolue de
I’accélération verticale et g=9,81 m.s une approximation de I’accélération de la pesanteur terrestre.
dv, dv, k-v,?—m- k m-
Ce qui permet d’écrire m-—==k-v, —m-g, puis @, % mmg Xk vyz——g
dt dt m m k
On remarquera que la vitesse est négative (dans le repere choisi) et augmente en valeur absolue, donc que
I’accélération doit étre positive.
Sachant que m, g et k sont positifs et que la vitesse initiale est nuIIe cela veut dire deux choses :

v onauralv2-T9/_ m-gy \/——v v, + mg9
Y k k k
v une vitesse limite apparait : (v, ., )2 = mkg SOIt V, i = Tg
Calcul de la vitesse limite dans les conditions de I’énonce : v, .. ; 53,39 m/s.
La résolution :
dv dv
Alors, —yzk- vy2 _M9 Vg acrit —yzh.dt ol m, k et g sont tous positifs.
d m k vz_mg m
Y k
C’est une équation différentielle a variables séparées, pour une intégration (recherche de primitive), formule
N° 28 :
v % /
! -In =£«t que I’on écrit In =2 / g
: . m
szg vi M0 /
k k

Soit apres simplifications et, en tenant compte de

m-g
,/——v
Nk =2 k'_g.t

9 4y "
k

Pour extraire v, prendre I’exponentielle de chaque membre :

e B
JTH

-~

In

2, K94
. o . . . m-g 1-e'"
Faire les opérations nécessaires pour obtenir : v= / C =
1+ e2 n
Expression qui ne nous satisfait pas encore.
g, » kg I T

. m _ m . m _aVm
Oon écrit : v =, | gle _mg.e 1-e - |m-9 € *_
1 k ’\/%'t 2.9 k LS kg,
+e



m

Enfin, |v(t) = g e (rappel : v(0)=0).
v F HI

Continuons... en faisant remarquer que le travail qui suit est hors de portée d’un éléve de lycée.
Rappel (pour ceux qui savent !) : il faut utiliser les fonctions hyperboliques.

X —X X —X X —-X

cosh(x) = =5 sinh(x) = et, tanh(x) =—— .
2 2 e"+e
_ LQA k'g
On écrit : =tanh| — —~t =—tanh|,—= -t |,
m
JI +ef
avec sorti du vieux grimoire : 17.f th u du = Log ch u
Nouvelle écriture :
k-g
V=— M.tanh k_gt — M—mtanh k_gt z_m. k._g.tanh k_gt .
\/ k m k kig m k m m
m

Puis intégration : y = —%- In[cosh( =t ] sans oublier que pour t=0 y(0)=ymax de la montée.
m

\/E_t -JE"
m el™ +e '

Soit finalement : yz—I-In — + Vonax

Temps pour redescendre et vitesse d’arrivée au sol :
Calcul du temps de descente : il faut y=0.
k'ig_[ — KJ_[
KRN

kg _ kg,
, .. m kv ) . e‘/:[Jre‘/:t
d’ou: —-In = -In| 1+ soift ———MMM =
k 2 2-k m-g 2

o (o7 ) L 1l L

2. %9, kg Ly 2
alors e Et—z-e\ﬁt- 1+ki+1=0.

m-g

m-g

J@{
Onpose X =e'™ avec la condition X > 0.

Remarque : nous savons que t >0, on peut d’ailleurs considérer t >0 puisque le projectile tombe d’une
hauteur non nulle. Ce qui veut dire que X >1.

2
Il reste & résoudre X2 —2- 1+k Yo .x41=0.
\} m-g

2 2 2 2
A=K >o.x1=\/1+kv° \/k Yo' et X, \/1+kv° +\/ki>1
m-g m-g \mg m-g




SE

k-9 X 2 X 2
Onadonc e r”tz\/k Yo +\/1+k Yo :
m-g m-g

kv,
et finalement |ty = L Vo - LJF 142V
Vk-g \mg \" mg

On reporte cette expression dans celle de v (choisir sa formule 1) : v=

m-g .1—e2\/§4t

k 2. [k
l+e '™
VO
Pour trouver |v,,, = -
k-v
1+—-2°
m-g

Avec les conditions de I’énoncé on trouve alors : t, ; 10,95 etv,, ; 51,51 m/s, soit prés de 180 km/h. La

vitesse au sol approche sa valeur limite.
D’apres des experts, ¢a va faire mal, c’est ou c’est pas mortel ?

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :
Vérifier que I’on est en mode « degrés ».

Il est toujours intéressant d’utiliser les erreurs (qui ici n’en est pas une...) quand on sait ou elles se
produisent. Une primitive se détermine a une constante prés. J’ai obtenu le méme résultat au méme endroit
avec 3 logiciels de calcul formel différents !

© partie 3: calcul de-_y[r)-par-recherche-de-primr’fr’ves: cas de fa descente (on prendra y(O):yMax et v(O):O) Terming
u—a J
uta

S .ﬁln(ﬁv_;j;

du In

Vi)

Jevfg-fm

| VE_UE*ET 2fgfm

© Jci il nous mangue les valeurs absolues, if faut renseigner le logiciel . Terming
ﬁ-v—,)g-m
J;-w,'g-m

& 2 fgm

[V}

53]

%dﬂm:»o and £>0 and g>0 Jg'ln(

s e

= —gdv|m>0 and k>0 and g>0 ﬂ: Jg-ln( JJ%:J,E::
T m E-Jg'_m

© Que lon peut réécrive dune fagon qui nous convienne davantage |nous savons gue ‘ﬁ-v—,}g-m ‘z,’g-m—,ﬁ-v) :

[on-fiv Werfen
ﬁ'lﬂﬁ ﬁ-ln(ﬁ _kt

= klr|m>0 and >0 and g>0
m

P P =




-Jg-_m-tanh L

]

't
=—v||m>0 and k>0 and g>0 v= and g20 and 420 and m>0
Z-Jg m JE
© La réponse est juste... mais sous une forme inconnue des éléves | Ferminé
e e [ 'k
2. 1B tanh| |55
el ™ eV m
¥k ¥k
8%, L8R,
el " el
gk ; gk ; Terming
I I
! e -e
© DONC... v=— m—f-
¥ ¥
B, B,
el ™ eV
[ : : [ ke k
gk, |8k, — gk 5. |85,
|meg et " el ™ dt E% inle! ™ |-nle +1
k k k
gt , gt , ok
m m =
J e +e e
© Encore une fois, il faut préciser Terminé
gk gk Jg-k-r
S— -5 T
mg el el ™ e V"
= d¢|m>0 and k>0 and g>0 m'In
k gk gk 2gkt
S— -|5—u
J el ™ el ™ e m 4
k
© Celte forme est plus agréable que la précédente. On peut faire mieux (vafeurs absoh:es) : Terming
gkt 1

mln 7‘]—
ket
2-cosh £

mIn
gkt J;
J; k
e +1
k
n Terming
© ICTf PROBLEMES... d'abord l'écriture pourrait étre plus sympa, —I-ln 2-cosh par exemple,
© enswite, le 2 est de trop (c'esrjus:‘e puisque "a une constante pr‘és“). Ce que l'on peut vérifier Terming
_ftanh(u)du 1r1(e2u+1)—u
© avec . Termine
ln(eE'”+1)—u=1n(e2'”+1)—1n(e”) trhe
2u true
. e”"+1
11'1(132 ”+1)—ln(e”)=ln
3
e
g L true
e2 %41 4 e’
In =In|—
¥ el 1




u, 1 true
e'+—
e e” e'+re”
In|— =In
e 1 1
© ... qui n'est pas notre cosh(x]. Ce facteur 2 ferr réalité ln(Z)) n'est pas visible par des éiéves de lycée. Terming
© 1 faut donc supprimer ce coefficient pour trouver "le bon résultat" Terming
- ' kit 2
2 In|cosh| & |m>0 and £>0 and g>0 m:In
k J; 2 gkt
e J; +17 Jg-m-f
: I
m:In 2
ZIJE_';” In g-m+k-v02 -
mo41] gmet -
Y= g : N8 Fymaxlymax= L and m>0 and g>0 and £>0
k k 2k
2
. . + 3
o 4 (g m+kv0 )
gt |2
gmle J; +1 g

2k

4

Il faut connaitre les habitudes des logiciels de calcul formel pour pouvoir résoudre cette partie.
L’étude du cas de la descente est donc difficile & envisager en lycée, méme avec I’appui, raisonnable, d’un
logiciel de calcul formel pour aider a trouver des primitives de fonctions inconnues a ce niveau.

3. Application numérique :

solve

© Application numerique, temps de descente, vitesse d'arrivée au sol Terming

2
4'\g m+kvo

mIn (g AL :l

2 ekt |2
=2
‘e +1 Jgm:t .
gn + 80 1Iv0=220 and £=9.81 and £=3.27-10" and m=.0095

2k

o

=-11.5567 or =11.5567

gk ek, v=-51.8798
m e m m }
=28 11115567 and v0=220 and g=9.81 and a=45 and k=3.27-10 > and m=.0095
& /ﬂ : /ﬂ p
e i i

i
—-e

't
+e

4. Utilisation d’une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul
formel :

On remarquera que pour trouver le bon résultat il faut renseigner le logiciel sur le fait que

m-g m-g . P
v, — ~ TV -V, , i.e. avoir déja préparé les calculs !



© Boite noire : calcul de y(rjpar résolution d'équations differentielles (mfcu!forme!). Cas de la descente Terming

deSolve(m-v'=k-v2—m-gand v(0)=0,r,v) : ( JJ::J[F)
2l lk{m =

deSolve(m-v'=k-v2—m-g and v(0)=0,r,v)|m>0 and k>0 and g>0 UE v—Jg_m| ln vr kvhig m _ !
2 Jg kom m

deSolve(m-v'=k-v2—m-g and v(0)=0,r,v)|m>0 and k>0 and g>0 and |ﬁv—.!g_m|=.jg_m JE Y
|JEv—Jg_m| an_v+gm _i

2Jgkm m

solve

ln|J_v—Jg_m| lrlJ_v+gm _er

2Jg!cm m

Jem -tanh(@}

and 0% Jg_m : = -Jg'_m and Jg_m' JE

v= J_ <g'm orv= J J H g m=0 and »
k 2\Jghom ¢ kmt 2\|ghomt 2:\Jg:
el | i L JE'tanh g hm } gkhm 2:yg
e ™ + i e ™ - e 7
—  {Jgkmi 2
- g-m'tanh g—) m'lnﬁ
deSolve|y'= i and y(0)=ymax,.r,y |m=0and &0 and g>0 Jg_
JE e o ,}g-m -t
y= f Fyiax
; Ii
© T faut avoir effectué les calculs "a la main" pour arriver a cette forme Terming
© out fon peut reconnaitre (aprés fmnsformaffons:l fe résultat trouveé précédemment | Terming
© Nous pouvons demander une forme complétement calculée Terminé
kmet n[—E&1 |
[ ann| EE M  — OQJm
. + 3
deSolvely'= J_ = and y(0)=ymax,ty |ymax= & m2 kv and m>0 and >0 and g>0
k .
2
. . + 3
— 4 (g m+kv0 )
2kt
= gmle J; +1 I,jg-m-f
2k Jx




5. Lareprésentation graphique:

4501
L7
|5,415.713]
50
%05 >'(<15,c1|.7'14orf:.9, t=11.545"
x2(f]=15
.
_— 4 (g m+kvo )

2 Jery 12

Jm

m + Jgmt .

y2lf)-—&" 32 - U, gf v0=220 and g=9.81 and 4=3.27-10 > and m=.0095
' k

Lecture sur la courbe : redescente en 11,54 s avec une arrivée au sol a 51,87 m/s (vitesse non donnée par la
courbe mais par les calculs précédents).

V. Influence de I'air, force proportionnelle au carré de la vitesse,
résolution par la méthode d’Euler :

I — A A t=0 le projectile est lancé a la
W — T Vvitesse Vg selon un angle a (en
ﬁ M degrés) avec I’horizontale.
E Dans un repére orthogonal, la

décomposition sur les axes [0x) et
[oy) permet d’écrire :
Vo, =V, -COS(ar) | o
IR A A
Vo, =V, -sin(a)
II"-"III:I La force de réaction de I’air est
d proportionnelle au carré de la vitesse.
Le modeéle choisi considére
U 1

2 % B 2
R,=-k-v -i et R =—k-v°-].

i) X

La méthode d’Euler est au programme des classes de 1% et T*¢ S.

Description de la méthode :

L’une des définitions du nombre dérivé s’écrit : pour F définie sur I, pour tout h tel que xo+h appartienne a
I, F(X, +h)=F(x,) +hxF'(x,)+he(h) avec Llrrol @(h)=0. (On posera pour la suite F'(x) = f(x))
Euler se dit que si le dernier terme ‘est nul’ (car h et @(h) le sont pratiquement, donc leur produit I’est
encore plus), il peut écrire F(x,+h)=F(X,)+hx f(x,), qu’il considére comme une formule de
récurrence, Y, =Y, +hx f(x,), ot h est le pas choisi, le point de départ Mo (Xo ; Yo) sur la courbe cherchée

étant donné. Il définit alors une suite de points My, M,, ..., M, par application de cette formule de
récurrence généralisée, y.., =Y, +hx f(x,).



Dans notre cas :
v comme d=v-t passer de la vitesse & la distance se fera par la formule de récurrence d,,, =d, +h-v,,

ou h est le pas choisi et v, la vitesse calculée au rang précédent,

2.v? doncla

v’ sur [Ox), la décomposition nous donne m-a, =k, -vyz -m-g d’ou a, :%—
formule de récurrence v, ., =Vv,, —h -ﬁ-(vxn)2 ,
m
, .y 2 A dVy k2 2
v’ sur [Oy), la décomposition nous donne m-a, =—k, -v,* d’ou a, =5t = F-vx +g | donc la
. k 2
formule de récurrence v, ,,, =V, - h-(ﬁ-(vyn) + gj :
v calcul des constantes utilisées : m=9,5-10"° kg, k, =3.27-10° kg/m d’ou
-5
—ﬁ :% ; 0,00344, pas=intervalle=0,1 (seconde),
m 9,5-10
(O = : V2
Vy(0) = vy(0) = v-cos(45) =v-sin(45) = 220~7 ; 155,56...
Remarques :

v les formules sont établies a partir du modele de résistance due a I’air f(v)=kv?,
v' je n’ai pratiquement pas de différence en diminuant le pas a 0,01.

Avec le tableur de la calculatrice ou du logiciel TI_Nspire :

Les formules dont certaines sont a recopier vers le bas :

Attention, les données doivent étre sur toute la colonne, ne pas utiliser les premieres cellules pour la

déclaration des valeurs initiales.
Al=B1=0
C1 = approx(J1)

2

JL=K1=4(0) = y(0) = 220~ 155,56..

C2 = (1) = C1-I$1*H$1*C17(2)

H1 =k =0,00344
D1 = approx(K1)

D2 = vy(1) = D1-I$1*(H$1*D17(2)+9.81)

[ 607693, 12.0498 )
J

E1=x(0) =0 F1=y(0)=0
E2 = x(1) = =E1+I$1*C1 F2 = y(1) = =F1+I1$1*D1
: i 400

0| 0| 155563 155563 0 0 003.] 1[110. 110,
| [747.239] 146.258| 15.5563| 155563
3| 2| 139.781] 137.918| 30.2802] 30,1821
3 3| 133.06| 130.394| 44.2583] 439739
4| 4| 126.968| 123.564| 57.5643] 57.0133 y
5| 5| 121.474] 117.331| 70.2612| 69.3697 o
6 .6 116352 111.614| 82.4036] B1.1027 y
7| 7| 111.695| 106.348| 34.0387] 92.2641 _.'(’”W) kY
8| .8 107.403| 101.476| 105.208] 102.899 %
3| 8| 103.435] 96.9527| 115,948 113.046 t
10| 1| 99.7545| 92.7381[ 126,292 122742 i
11| 1.1| 96.3314] 88.7986 136.267] 132016 - =
12 12| 93.1392] 85.1051[ 145.901| 140895 J 3
13| 1.3 90.155| 81.6326| 155.215 149.406 . .
14 14| 87.358] 783592] 164.23] 157.569 .
15| 1.5 847337 75.266 172.966| 165405 . o4
16| 1.6 82.2639] 72.3362[ 181,439 172932 200 " :
17| 17| 79.9359| 69.5552( 189.666 180.165
18] 1.8 77.7378] 66.91| 197,658 187.121 020 650

C2| =c1-iSL h§Lcr®

x



Le dernier point affiché est encore a 12 m au dessus du sol (contrairement au tableur qui suit, les points hors
fenétre d’affichage ne sont pas marqués).

On trouve alors 607,69 m apres 13,4 s.

Lecture dans le tableur de la valeur suivante : 609,57 m apres 13,5 s (et 2,68 m sous le sol).

Un résultat tres intéressant. C’est une application de la méthode d’Euler qui a I’avantage d’utiliser un
probléme extérieur a la classe.

Avec un tableur connu :

Les formules dont certaines sont a recopier vers le bas :

2

G1=J1= 220-7; 155,56... B1=k=0,00344
C4 = v,(0) D4 = v,(0)
C5 = v,(1) = C4-D$1*B$1*C4"2 D5 = v,(1) = D4-D$1*(B$1*D472+9,81)
F4=x(0)=0 G4 =y(0)=0
F5 = x(1) = F4+D$1*C4 G5 = y(1) = G4+D$1*D4

cs . £ =CA-D§1"B§1CA2 - -
RN T | i i | (| L4 | « | L | M | N [ 0o
| 1| k=| 000344 Pas b= 0.1 w(0)= 155563492 wil)= 155563492
E: N*  Termps ¥y Wy ¥ ¥
4 1] 0155563492 155 563492 0 ] . 4
E ] D.1E4?238E\92 146257692 | 155563492 15 5563402 Balistique : méthode d'Euler {f en V3
6| 2 02 139781036 137 91808  30,2802184 301821184
7 E 03 13305971 13039372 44256372 439739264 0
(8| 4 04 126569229 123553852 57 564293 57 0132984
9] 5 05 121423541 117 330851 | 70, 2612159 B9 3696836 00
10| & 06 116351717 111513882 | 8240357 611027408 \
1n| 7 07 11169474 106347539 94 (387417 92 2641469 =0
12| 8 05 107 403094 101 475860 105206216 102 898901 / \
13| 9 05 103434503 096 9826725 | 115948525 113046438 200
94| 10 1 997545279 92731342 126292016 122741765 o 'i
15| 11 1.1 953313957 86,7996098 | 136267469 132015578 150 s
(16| 12 12 931391659 851051034 145900608 140995439 & i
47| 13 13 90,1549988 B16325532 155214525 149 40595 - P
18| 14 14 ©7358993 703591806 1564 230025 157 569205 '.° t
18] 15 15 847337248 75 2659651 172 965924 165 405123 @ * »
|20| 16 16 822638722 72336217 | 181439297 17293172 Fa v
21| 17/ 17 799350055 695552273 160655684 180165341 ol ) s . ] ] :
22| 18 1B 77737632 66095795 197 50274 167120884 e T . 0
3| 19 19 755589613 643639103 @ 205433058 193 511862 © "|'
|24 | 20 2 73pE96285 6189617097 2129898950 200250753
25| 21 21 715218428 596791538 | 220367939 206 448924
|6 | 2 22 700473611 57 4729629 227 550123 212 416839 distance parcourue | B09 m pour 135 secondes
27| 3 23 ©8,3594794 55355BEX3 234 554855 218164138 altitude maximale : 326 m aprés 6.7 secondes

Remarque : il est aussi possible d’utiliser des suites récurrentes.

Le travail est le méme, il faut trouver les formules de récurrence, construire quatre suites récurrentes.
Les résultats sont bien évidemment identiques, ce qui est un peu « artificiel » a la calculatrice ou avec le
logiciel c’est de tracer la courbe. Description rapide sur V200 :

v iz nom|Edit] ~ [A11[5tal elfes. v 21 aebor-alcaic [other [Franiolclean Up Définir les suites dans le mode
iuitn - 1) - .1+ 08344 (uiCn - 1)~ T .maz442105263  adéquat, placer les termes dans deux
uil=110-Z 2 = de 135) 1z.masm1se123)  listes (ici eul_balx et eul_baly).
wz=uztn- 1 - .1-[.00344 tuzin - 1%+ 3 |anar 130y 3 EREeAERESE
uiZfliﬂ'E ®segiu3ind, n, 1, 136, 13+ eul_khalx .
LSEmSin - 1+ Loulin = 1) 10, 15.55e3491861 30.2802123722 44| Passer en mode fonction.
wd=udirn = 19+ .1 -uZin - 13 Bzeyluding, n, 1,136, 11+ eul_baly
uid=l] {0,  15.5963491861  30.1821183722 43
uid=0 seqfudin?, n,.1,.136.1)3eul_haly
HMAIN DEG AUTO FEQ MAIN DEG AUTD FUNC 7720




1 Fev i ]
- E Zoon|Trace |Regrarph|Math|Draw| - f
8 Fi

Dans I’éditeur de fonctions !
désélectionner toutes les fonctions,
choisir un afficheur de données

main-eul_bal:x
main~eul_baly

Frigi. fmpiks aH _—
Use Frey and Categoriss? HO® T """“‘\ statistiques (statplot).
e 2 . Paramétrer la fenétre d’affichage,
e e — P ot > et demar_1der la représentation
USE * AND 3 T0 OFEN CHOICES FIATH BEG AUTO FUNT gl’aphlque.

Toujours dans le domaine du possible, travailler par programmation est intéressant.

Consulter par exemple « Interaction Sciences Physiques-Mathématiques : Euler » réalisé par Rémy Coste,
Jacques Péries, Nicole Pithon Jacques Salles et Jean Winther.

Un exemple de programmation de la méthode d’Euler se trouve aussi dans la conférence et le « défi »
consacré a la méthode d’Euler pour la féte de la science octobre 2003 qui devraient se trouver sur le site de
I’IREM de Corse.

VI. Influence de I'air, force proportionnelle au carré de la vitesse,
résolution du cas général :

Remarque : on calcule les différents résultats avec des angles en degrés. Lors des intégrations ou de la
. . . . ee . - 180 . . .
résolution d’équations différentielles, un coefficient — apparaitra dans certaines formules qui en
T

paraitront d’autant plus compliquées. [on peut dire aux éléves qu’il y a donc de bonnes raisons de s’habituer
a travailler en radians].

i — A A t=0 le projectile est lancé a la
W " T Vvitesse V, selon un angle o (en
ﬁ M degrés) avec I’horizontale.
— Dans un repeére orthogonal, la
F décomposition sur les axes [0x) et

[oy) permet d’écrire :

Vox =V -COS(@) uu
o ou Vo Vo I
Vo, =V, -Sin(a)
II"-"IIEI La force de réaction de I’air est
proportionnelle au carré de la vitesse.

Le modéle choisi considére
R,=—k-v’-i et R =—k-v’-].

i) X

En un point M quelconque de la trajectoire nous avons :

Horizontalement :

1. Alamain:

r r d?x I dv, !

d=m-a i=m-——-i=m-—*i
dt dt

I’accélération horizontale, k un coefficient fonction du projectile (on prendra k=3,27 107).

Ce qui permet d’écrire %z—k'vxz, puis dv; =—£dt. Par intégration —iz—qu K-
m Vv m Vv m

X X

r

r
F =-R -i=-k-v-i avec m=0 ol a représente la valeur absolue de




Soit v, =% avec la condition initiale v, (0) =v,, . D’ou K, :—Vi.
- le 0x
yoo L MVe M KeVo 0K \oere équation différentielle aux variables
Tkt 1 kevgtem ok kv ct+m
m v,
séparées.

X =%In(k Vo - t+m) + K, . Comme x(0)=0, K,, =%- In(m) et v,, =V, -cos(a),

E.m[k'VoCOS(a)‘Hm
k m '

finalement, | X =

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

© Partie 3 : calcul de x(f)par recherche de primitives Terminé
=l
Jidv A
V2 v
© On obtient -i=—ﬂ+h‘1x Lerming
v m

- -kt -1
solve —=—+k}'x|v|:0)=v0-cos(aj and ¢=0,k7x kix=——7—
v O) " cos(a]-vo
solve(i:ﬁ+k}'x|k1x=;y) :M
v oom cos(u)-vo cos(a)-k-vo- H+m
cos(a)-m-vo i m-ln(lcos(a]-k-vo-ﬁm”

cos(a]- kvo ttm k

© Trés bien de mettre les valeurs absolues. Les conditions de Pétude permettent de s'en passer. Terming
solve(x— e ln(cos[al kvo :‘+m) +k2x|x=0 and I=0,k2x) k?szn(mJ
comDenom(x= it ln(cos(ai- i vO-.t‘+m) _m lr;(mj - m ln(cos(a)- i vg- :‘+m)—m- ln(mj

k-cos(a)-vO-Hm Terming

m

© Ce qui peut s'écrire x=%-ln(

3. utilisation d’'une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul

formel :
© Boite noire . calcul de x(:‘)par résolution d'équations différentielles [m!cufforme!) Terming
-k v2 1 _i -kt
deSolve|v'= and v[O]sz-cos[aJ,Lv cos(aj-vo T
m
( 1 1 &t J cos(a)-m-vo
solve| ———————=——v V=
cos(a]-vo voom cos(a)-k-vo-ﬁm
deSolve(x':Mand x(O):O,.t‘,x) m'-lrl(M
cos(a]-k-vo-ﬁm m

x=
k

© Clest ce qui précéde, @ une réécriture prés. Termine




Verticalement :

1. Alamain:

r r d?y dv, r . .
Fo-j=m-a -j=m- prexl j=m d_ty J =—(k v+ m-g)- Jj avec m=0, ou a, représente la valeur absolue
de I’accélération verticale et g=9,81 m.s I’accélération de la pesanteur.
_ . dv, ) _ m-dv, m dv, .
Ce qui permet d’écrire m—=—(kvy +mg), puis s =— =—dt oum, ketgsont
dt m-g+k-v,® k m 2
I-g +V,

tous positifs.
Pour une intégration (recherche de primitive), en degrés, donc avec un coefficient 7 /180 supplémentaire :

du T u T u
5 = arctan| — |ou — arctan| — |.
a“+u° 180-a a 180-a a
k

1'iarctan L'v =-t+K,,.
k-g 180 m-g

Détermination de la constante :

pour t=0 et v(0) =v,, =V, -sin(a) d’ou K, = /ki -ﬁarctan( /L -VOYJ.

On obtient ;

m k m k
—— . —arctan| |——-V|=-t+ |[—— -—arctan| [—— -V,
k-g 180 m-g k-g 180 m-g

Il faut isoler v pour obtenir une nouvelle équation differentielle aux variables séparées... faire passer les

dvy
——2 estde laforme f
m 2
g+v,

coefficients ( /kl %J a droite puis prendre la tangente des deux quantités. Cela devient vraiment
‘g

compliqué « a la main ».

V=— Mtan @t g_'k_i.arctan L.Voy
k T m 180 m-g

Remarque : comme lors des calculs concernant la montée du tir vertical, il est possible de « mieux » écrire
la formule de la vitesse :

mg

vy = M9 an| K gt

v VK mg et t==. [M aretan| K .y

_ L o |
k k g Vk

1+ [— v, -tan| |— gt
mg mg

Ce qui peut se calculer avec les données de I’énoncé.

Nous avions : v=— |- 9 tan @-t- g—'k—i-arctan L-vo
K 7 m 180 m-g

Ce qui peut s’écrire ﬂ:— Mtan @-t- g—'k—i-arctan L-vo qui est encore une
dt k r m 180 m-g

équation différentielle aux variables séparées. Que I’on traite par intégration de chacun des deux cotés, avec



cos( -b- tjU (quand on travaille en degrés, toujours a

Ccos [@ k- g t- arctan[ g OYJJ
7z \'m V. m

I’indication : I{—a-tan(@ b- tht:%ln(
T

une constante pres).

On devrait donc avoir : /

pres) avec v(0) =v,, =V, -sin(a) et y(O)—O.

In (& une constante

Avec quelques simplifications y =mln cos[@- kg -t—arctan( /k_g -voyD +K,, .
k V4 m m
Détermination de la constante : K,, =0y > L 92
2k k-v,”-sin(e)"+m-g

Soit enfin ;

(t)_—In oS 180 k-9 -t —arctan k'—g-vo-sin(oz) +ﬂln 5 _m-gz
k s m m 2k k-v,”-sin(a)"+m-g

2. Avec un logiciel de calcul formel, recherche de primitives et intégrales :

Vérifier que I’on est en mode « degrés ». Reprendre les opérations précédentes avec les nouvelles
conditions.

© Partie 3 : calcul de y(.r]par recherche de primitives Terminé
1 du n-tan"(iJ
J @t _ laj
180'a
© Rappel : travail en degrés... Terminé
[ m kv
— J;-n-tan" J_
ad dv J;J;
B o 150 s

sm( )ﬁvo) [

solve J‘;J; =-t+kIx|t=0 and v:vO-sm k]x kix= J_ J_
180- g+ Jk 180 g Jk
e tan JE v sm( k vO
solve J;J_ J_ J_
180z [k 180z [k
nla

o/ sinla)

W {0l kvl
g fm tan - 1 J_JE:— Jg-{m J

mmn gL 18

J; and E< J;

voJJ—n

%“sﬁ‘m

(=]

1A
e




© On écrirait peut étre autrement.., Terming

tan

s1n( ) JE vo )
150 - f. (- —g2dm }F ssee T

sm.(!_ ?vo)‘j—
-J;-J;-tan J;.T; mIn\cos 180

o i . e
I

© On reprend un peu cette écriture avec certaines factorisations... Terming

180 J_ JE t s1n J; v0 1 gm ,
- In|cos tan” n 5 ) m
JT'J_ J_J; (sin(a]) kv0t+g m
solvely= +k2y|t=0 and y=0,A2y h2y= 3 E
180-£-ﬁ-r sm(a) JE vo g m :
mIn|cos tan™ 5 p m
B JT-'J; J; J; sm )) kvOT+g m
’ 2k
sm( J JE vO) J_
VN ol i O |
180 1 gm .
- Injcos I 9 , i
B J;':II (sin(a)) kevO0©t+g m
Y k 2k
© f est possible de "mieux" écrire cette forme. Voir résofution manuelie Terming
3. Application numérique :
© Application numérique . portée atteinte pour 45° Termine
sm J; vo} J—
W f n |
180 | gm , 8
m- Injcos fl 5 , n
J;'lt (sinfaj) v0t+gm
solve - =0,f|[v0=220 and g=9.81 and a=4¢
k 2k
1=10.8839(n 3 7+1.24022) or 1=34.1927'n 3
© Un peu curieux ce résultat avec une fonction de n alors que l'on est en degré ? Terming
© Temps que 'on reporte dans x . Terming

k VO -
x=£-ln(M |t=10.8839-(0+1.24022) and v0=220 and £=5.81 and a=45 and k=3.27-10 > and m=.0095

n

x=612281

4. Utilisation d’'une « boite noire », résolution d’équations différentielles par calcul

formel :
© Boite noire . calcuf de y(f)par résolution d'équations différentielles (cakufforme!) Terming
deSolve(m-v'z-(k-v2+m-g) and v(OszO-sin(aJ,r,vJ — J;-v tan? sm[a)-ﬁ-vo -
L) ™l "




ta 1 ta 1 .
solve o J‘gJ; i J‘gJ; n=-—rv
180Jg Jk{m  180Yg-Jkfm m’
sm( ) JE vO) J*
180 [z-{F- ls-{m _[sinla)- Jkvo Jmon
fz-fmtan I 180 T2 J_
e mm i T 180 <
Jk 2 Jm 2
sm( ) J; vOJ J_
180l g J_ J_li;
'Jé' mtan J_
deSolve|y'= JE zr andy(O):O,.r,y
sm( J JE vO) J_
W o gin n
- Injcos In 5 T
J;-:r: (sin(a]) -k-v02+g-m
- k 2k
5. Ecriture de y en fonction de x :
solve(xzﬂlln(k-cos(a)-vo-ﬁm ; ( fex
m J _mle M1
- cos[a)-k-vo
sm J_ vOJ J_
N f m ) ~ )
mIn|cos 180 In £ oA ( = J
J;-n (sin(a]:lz-k-v02+g-m mle™ -1
o i 2k a cos(a]- ko
fex cos( ) sm&_) JJEVOJ J;-vo-n
160{Jg{me " 180 le I gm
mIn|cos In 7 o
cos(a]-ﬁ-vo-n I:sin(a)) -k-v02+g-m
” k 2k

Ce que j’ai reécrit :

_m ?X_ B L . -m m.g
y(x) In[cos[ﬁv cos(a) ,/ [ ] cos(a).arctan( /m.g .vO.sm(a)]B+ ok In(k.voz.sin(a)z +m.gJ

(aux erreurs de recopies prés !).
Avec g=9,81 m/s?, m=9,5 107 kg, k,=3,27 10°, a=45 (en degrés) et vy=220 m/s.

6. Lareprésentation graphique :
Copier les formules dans I’éditeur de fonctions, ajouter les conditions.
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(442,042,326.868 )

50
; §
0100 (612.278,0.012364 500
x3(:)=%1n w)woam and g=9.81 and a=45 and £=3.27-10" and m=.0095
m
tan” % Jmem
180- |z k¢ i .
. 180 i gm -
mInjcos : ( ())Ek 02+

y3(1)= : nE ST 2: B v0=220 and g=9.81 and a=45 and k=

Directement sur le graphigue on recherchera les mémes questions que précédemment : portée 612 m en
13,5 s, altitude maximale atteinte dans ces conditions : 327 m apreés 6,5 secondes de vol.

Ce sont d’excellents résultats (avec k, =3,27x107).

Comme précédemment on cherchera si un angle plus
petit permet une plus grande portée.

C’est le cas pour 35° : 635 m aprés 12,7 s en passant par
| 462.666,273.815 ) I"altitude 274 m aprés 6,2 s.

0100 (635.017,1.06447 ]

Les différentes portées trouvées selon le modele choisi : 4 933 m, 1 583 m, 420 m.

VII. Traitement d’une erreur intéressante et surprenante :

Probléme du traitement de la constante. Quand on travaille sur des tangente ou arc tangente (tan™), il faut
traiter le cas de la constante directement avec I’expression de la primitive trouvée. Sinon, curieusement ( ?)
le résultat obtenu pose probléme si on procéde a une nouvelle intégration avant de rechercher cette
constante.

Horizontalement pas de probléme,

Verticalement : pour une intégration (recherche de primitive), en degrés, donc avec un coefficient
71180 supplémentaire :



dv

——~— estde Iaformej' 2dU == ” arctan(ﬂ)ou—

My v? a’+u® 180-a a 1
y

k

m k R .
—— -——arctan /— -V |=—t aune constante pres,
k-g 180 ( m-g J

puis, arctan( L-vjz—@- k—gt
m-g Vd m

Vs u
arctan| — |.
80-a (aj

Il faut une expression donnant v. On prend la tangente de chaque c6té :

réécriture : soit en tenant

compte de la constante non encore incluse dans I’expression :

avec , qui permet de calculer la

constante : alors

Ce qui peut s’écrire qui est encore une équation

différentielle aux variables séparées.
Que I’on traite par intégration de chacun des deux cotés, avec I’indication :

(quand on travaille en degrés, toujours a une

constante pres).

On devrait donc avoir : (@ une constante pres)

avec

Avec quelques simplifications

Détermination de la constante sachant que pour t=0 y=0, .D’ou:




8007

Remarque : je n’ai pas réglé la fenétre
d’affichage pour obtenir un repére ortho(ca
oui)normal(ca non). On a donc pas tout a
fait I’impression d’un angle de tir a 45 °©
malgré la réalité des calculs.

50
0

X
020 650

Il est étonnant de constater qu’avec cette derniere expression le projectile tiré a 45 ° « prend de la
hauteur » ! la courbe du bas étant celle déterminée précédemment pour la troisieme partie. Cette trajectoire
est impossible, elle résulte d’une erreur dans les calculs.

Petite bibliographie :

Ouvrages que j’ai achetés ou obtenus en PDF ou dont j’ai lu les références, consultés en parties ou non entre autre sur
internet. Liste non exhaustive !

e " LA BALISTIQUE " par André DELACHET et Jean TAILLE. Collection Que sais-je, Presses
universitaires de France (1968). (intéressant, pour les mathématiques et pour les tireurs, trouve a 20 €)

e " BALISTIQUE EXTERIEURE " J. OTTENHEIMER. Collection Armand Colin N° 54. Plusieurs versions
1938... 1947. (intéressant, pour les mathématiques et pour les tireurs, trouvé de 5 a 25 €)

e " TECNOLOGIA DELLE ARMI DA FUOCO PORTATILI" Giuseppe DE FLORENTIS. Editore Ulrico Hoelpi
Milano. (1987 réédition 1991). (completo, in Italiano. Obtenu contre 25 €)

e " |’équation différentielle de la balistique extérieure et son intégration par quadratures " Jules DRACH.
Annales scientifiques de I'E.N.S. (1920). (que des maths. Format PDF)

e On trouvera aussi certaines explications en recherchant " balistique, balistique extérieure, projectile "
sur internet. Par exemple sur
http://fr.wikipedia.org/wiki/Balistique ext%C3%A9rieure un article de wikipédia I’encyclopédie en
ligne.

e «Larévolution mathématique du XVlle siecle » Evelyne BARBIN ELLIPSE. Quelques rappels et
éclaircissement historiques (37 €)
Je n’ai pas trouvé son autre livre BARBIN Evelyne et CHOLIERE Michele, “La trajectoire des
projectiles de Tartaglia a Galilée”, Publications de I'Université du Maine, n° 4, 1987.

e Jene suis pas arrivé a mettre la main sur des documents écrits par Adrien-Marie Le Gendre lors de
son passage a l’école d’artillerie... « LE GENDRE : recherches sur la trajectoire des projectiles dans
les milieux résistants, 1782 » et « Legendre, Adrien-Marie, Dissertation sur la question de balistique
proposée par I’Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Prusse, Berlin, 1782 ; réimprimée en
partie dans le Journal de I’'Ecole Polytechnique, s. 1, 11, an X, et Journal des armes spéciales, 1845 et
1846 ». si vous en avez une version PDF merci par avance (pas trouvé sur la BNF qui pourtant
posséde d’autres écrits du mathématicien francais Adrien-Marie Legendre ni sur SUDOC).

e Pas plus que sur un traité de Léonard EULER « ARTILLERIE par Léonard EULER en 1745 » en
Allemand (je I'ai vu, il est en latin pour la version que j'ai pu apercevoir).


http://fr.wikipedia.org/wiki/Balistique_ext%C3%A9rieure

e |’excellent site sur les maths de Serge Mehl avec de nombreuses bibliographie et explications
http://www.chronomath.com/

e Le ssite (English) bibliographique http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/BiogIndex.html

e Bernard Bru, « Probléme de I'efficacité du tir a I'Ecole de Metz. Aspects théoriques et expérimentaux »,
Mathématiques et sciences humaines, n°® 136, Hiver 1996, [En ligne], mis en ligne le 10 février 2006.
URL : http://msh.revues.org/document2724.html

e MOLK : ENCYCLOPEDIE DES SCIENCES MATHEMATIQUES PURES ET APPLIQUEES, Tome IV,
Mécanique : Volume 6, Balistique. Hydraulique, 1913, Reprint, 1993, 24,5 x 18 oblong, 104 p., Broché,
ISBN 2-87647-117-5. Prix : 30 Euros.
http://www.gabay.com/Sources/Liste Bio.asp?NP=MOLK%2BJules

e  Gautier, P. Mouvement d'un projectile dans I'air. Annales scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure
Sér. 1, 5 (1868), p. 7-65. URL stable: http://www.numdam.org/item?id=ASENS 1868 1 5 7 0

e Revue Internationale d'Histoire Militaire RIHM n° 83 (présentation)
http://www.stratisc.org/partenaires/cfhm/rihm

Remarque : les photos ou images sont soit personnelles soit récupérées sur internet comme libre de droit.

Calcul d'une fleche :

Définition : en balistique la fleche désigne la hauteur du point le plus élevé de la trajectoire d'un projectile,
au-dessus du plan horizontal passant par I'origine du tir (tir horizontal).

Axe du canon

Trajectoire du projectile
[ Fieche

i de mire Guidon
L’/ Ligne de visée Point d'impact

Calculer la fleche, c'est trouver a quelle hauteur monte la balle entre la sortie du canon et le point visé.

Oeil Feuille

Considérations personnelles...

Des gu'elle est sortie du canon une balle "tombe". C'est un effet de la gravitation.

I me semble que cette arme « Remington US Army 1858 marque F. LLI PIETTA calibre .44 a poudre
noire » est "réglée d'usine" pour tirer "sans correction" a une distance de 30 m.

Ce qui veut dire que le constructeur donne un angle (trés petit, de I'ordre de 0,1° vers le haut) entre
I'axe du canon et le point de visée sans correction.

Ce que disent mes calculs (I’angle de tir est donné « angle constructeur » compris :

Angle de tir avec |Temps de vol pour
Distance Prévue : |I'horizontale : la distance indiquéee. |Fléche : Distance : |Temps:
30 m. 0,18 °. 0,14 s. 0,025m. (15,38 m. |0,07s.
50 m. 0,32 °. 0,2s. 0,075m. (26,08 m. [0,12s.
100 m. 0,69 °. 0,53s. 0,36 m. 54,40 m. 0,27 s.
200 m. 1,68 °. 1,24s. 2,15 m. 117,41 m. |0,66s.

Un exemple de trajectoire : pour 100 m.



http://www.chronomath.com/
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/%7Ehistory/BiogIndex.html
http://msh.revues.org/document2724.html
http://www.gabay.com/Sources/Liste_Bio.asp?NP=MOLK%2BJules
http://www.numdam.org/item?id=ASENS_1868_1_5__7_0
http://www.stratisc.org/partenaires/cfhm/rihm
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Explication de ’utilisation de ce genre de table :

Sl cette arme est réglée pour tirer a 100 m, que la cible se trouve seulement a 50 m, ALORS il faut viser
36 cm en dessous du point prévu pour I’impact.

Peut-on extrapoler ces résultats (fleches, portée, vitesse limite de chute) vers d’autres armes ? oui (petit) et
NON (en grand). Pourquoi ?

Parce que tout changement, que ce soit le calibre, le type de munition, la longueur du canon de I’arme, la
poudre utilisée... va totalement transformer les résultats. Par contre, les calculs sont transportables, les
formules sont identiques, il suffit de remplacer les paramétres par ceux qui conviennent.

On notera que pour les munitions récentes (trés rapides), il faut changer la loi de résistance de I’air et donc,
recommencer toute I’étude mathématique.

Un exemple avec une arme connue, tirant plusieurs types de projectiles : revolver de marque réputée,
d’appellation 357 magnum. Le calibre est du 9 mm. L appellation 357 magnum fait joli (surtout dans les
films, méme si I’inspecteur H. préfére le 44 magnum de la méme marque). Cela correspond aussi (3™
appellation) au calibre 38 spécial (qui est un peu plus « fort » que le 38 spécial « Wadcutter » utilisé en tir
sportif).

Nom : Calibre : Poids de la balle : | Vitesse initiale : Energie :

38 spécial Wadcutter 9 mm. 9,6 9. 228 m/s. 250 Joules.
38 spécial. 9 mm. 10,2 g. 265 m/s. 358 Joules.
357 magnum. 9 mm. 10,2 g. 445 m/s. 1010 Joules.

Pour une méme arme, les conditions deviennent trés différentes.

Le 38 spécial accepte les formules calculées dans ce probléme car la vitesse initiale de la balle ne dépasse
pas de beaucoup les 250 m/s. Il est donc possible de prévoir le comportement de sa balle, au petit détail
pres, qui n’est pas sans importance... que la forme de la balle est différente, bien mieux profilée. Cela
entrainera une simple retouche du coefficient k.

Le 357 magnum éjecte ses projectiles a une vitesse de 445 m/s, trop éloignée du maximum acceptable pour
la validité des calculs faits ici. Ce n’est pas un simple changement de coefficient qui permettra d’avoir des
résultats calculés suffisamment proches de la réalité du terrain. Il faut refaire I’étude, en tenant compte
d’une résistance due a I’air proportionnelle au cube de la vitesse.

Autre différence pouvant fortement changer les résultats : la longueur du canon de I’arme. Les tables
balistiques fournies par les fabricants de munitions sont données pour des armes d’un type bien précis. Pour
les armes de poing les tables sont écrites pour un canon long. 1l est communément admis que pour un canon
court standard (10 a 11 c¢m), les performance baissent de 40 %, ce qui n’est pas rien !




Comment interpréter I’énergie d’un projectile avec ses effets éventuels ? la question n’a pas de réponse
directe.

Pour exemple, comparaison d’une balle de .38 spécial Wadcutter et de la balle souple d’un Flash-Ball (arme
dite non létale car destinée a mettre hors d’état de nuire sans blesser ni tuer) :

Le .38 a un diamétre de 9 mm, une énergie de 250 Joules, une surface d’impacte de 0,63 cm?. Cela donne un
rapport énergie cinétique par cm® de 380 J/cm?.

La balle souple du Flash-Ball a un diamétre de 6,7 cm, une énergie de 200 Joules, une surface d’impacte de
35 cm?. Cela donne un rapport énergie cinétique par cm? de 5,1 J/cm? (& 7 m). La limite admissible serait
inférieure 8 10 J/cm?

Est-ce que ce type de calcul peut suffire pour prévoir les effets d’un projectile ?

Prenons un nouvel exemple, une balle de 22 Long Riffle (armes en vente libre uniquement soumise a
déclaration). Balle de type « subsonique » (bien utilisée en stand de tir pour ses bonnes performances et son
faible bruit). Caractéristiques : diamétre 5,7 mm, masse 2,6 g, vitesse initiale 315 m/s. Données optimales
pour un canon de 65 cm. Sur la boite il est écrit « peut étre dangereuse jusqu’a 1,5 km. ».

© Calculs pour une balfe de 22 long Riffie subsonique Terminé

sin(a]-ﬁ-vo -J;-n
150 |fg ffi-—\z:dm | o

m-In\cos In
J;'TE B ((sin(aj)z : k-v02+g- m
k 2k

tan™

i

solve =0,f||[v0=315 and g=9%.81 and a=3¢

1=14.8925 (5 1+1.18659) or 1=46.7862'n5

k VO t+ y
;,cz%ln(M |t=14.8925'(0+1.1865%) and v0=315 and £=5.81 and a=35 and k=478 10 ® and m=.0026
x=1217.81
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ek 180 »
-Jgm tan
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|t=14.8925(0+1.18659) and vO=315 and g=9.81 and a=35 and

s 7

vy=-180.678

Portée d’un peu plus de 1200 m, elle est encore a une vitesse de 180 m/s.

Diamétre 5,7 mm, surface d’impacte 0,51 cm? pour une énergie (en fin de trajectoire) de 42 Joules. Ce qui
donne un rapport énergie cinétique par cm? de 82 J/cm?. 1l faut donc bien la considérer comme dangereuse
« en fin de course ».

Elle est bien profilée (ce qui augmente notablement ses performances), nous sommes un peu « hors limite »
des calculs (vitesse supérieure a 250 m/s). C’est tout de méme assez indicatif.

Pour finir, je rappellerai que toutes les armes sont dangereuses et doivent étre considérées comme telles.

P.S.:

Si I’on peut envisager de traiter de nombreuses parties avec des éléves de lycée, comment procéder pour
verifier expérimentalement avec eux que les résultats calculés correspondent bien a la réalité ?

Que peut-on préparer comme Vérifications expérimentales ?

Tout d’abord, il faut pouvoir se déplacer jusqu’a un stand de tir.



Prendre contact avec la Fédération Francaise de Tir, FFTir : http://www.fftir.asso.fr/ pour trouver un club
(homologué ') a proximité.

L’usage des armes, méme utilisables sans autorisation de détention, est strictement encadré en France,
comme dans de nombreux autres pays, c’est bien normal.

On remarquera qu’il ne sera certainement pas possible d’emmener toute une classe sur un stand.

Seuls quelques éléves plus fortement impliqués pourront participer a cette étape.

Ne pas oublier de demander les autorisations parentales nécessaires...

Ce qu’il est possible de faire chercher et de réaliser par expérimentation avec des éléves :
v"mesurer la vitesse de la balle,
v"mesurer la distance entre I’axe du canon de I’arme et le point d’impact,
v" mesurer le temps de retombée du projectile dans le cas vertical
*** ATTENTION, cela n’est pas forcément possible partout, c’est un tir normalement interdit.

v' Mesurer la vitesse de la balle :
Demander aux éléves d’essayer de préparer un protocole permettant cette mesure. Toute « bonne » idée est
a retenir.
Ma proposition :
Se rapprocher d’éléves en électronique, T* bac pro ou T STI, construire des cadres métalliques, un
enroulement de fils électriques de 20 cm de diamétre (un cerceau vide intérieurement pour ne pas géner,
empécher le passage du projectile), les placer a 5 m, 15 m et 25 m. Ce montage électronique permet de
connaitre les différences de temps.
On peut en placer un au départ de la balle, il peut cependant y avoir quelques perturbations liées a la
proximité de I’arme.
Il vaut mieux placer le premier cadre a 0,50 m de I’extrémité du canon. Par expérience, le projectile est
encore propulsé par les gaz de I’explosion de la poudre un peu aprés la sortie de la bouche du canon.
Le colt de ce montage n’est pas trés élevé.
Remarque : on peut aussi contacter des enseignants de sup et spé qui sont parfois intéresses par ce type
d’expérience.

v Mesurer la distance entre I’axe du canon de I’arme et le point d’impact :
Utiliser trois cibles par exemple, placées a 5 m, 15 m et 25 m.
L’arme (vide c’est obligatoire) est placée sur un chevalet. Avec un laser de réglage déterminer le point visé
par I’axe du canon.
Approvisionner I’arme pour effectuer UN seul tir. Remettre le laser de réglage pour vérifier que I’arme n’a
pas bougé.
Relever la premiére différence, enlever la premiére cible, mesurer la seconde différence, etc.
Le co(t de cette expérience n’est pas trés élevé, un laser de réglage peut se trouver dans le club de tir, sinon
il est possible d’en trouver pour moins de 100 €.

v' Mesurer le temps de retombée du projectile dans le cas vertical :
C’est un tir interdit sur stand. Si ce stand est entiérement couvert ce ne sera pas possible.
Si le stand est suffisamment isolé (300 m de rayon libre alentours au moins), on peut monter cette
expérience AVEC des personnes sérieuses, compétentes, et forcément sympathiques du club de tir.
L’arme ne peut étre QUE de type « poudre noire » pour laquelle I’altitude et le temps de vol ne sont pas
trop importants. Procéder par jour sans vent.
Mettre I’arme sur chevalet, vérifier la verticalité du canon, procéder a des tirs successifs en espérant
entendre la chute de la balle (environ 20 s pour I’arme indiquée). Evidement, personne ne doit se trouver
dans une zone non abritée (couvert en dur).


http://www.fftir.asso.fr/
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