Aire et Périmetre
Dominique BARATAUD (C.N.E.FE.I)

I ntroduction : Une question délicate

Tout enseignant de mathématiques a rencontré des gpprenants en difficulté dans I'utilisation des formules de
caculs de périmetres ou/et daires. Et il est classque de voir une personne utiliser une formule de cacul
dare pour trouver un périmétre (et réciprogquement) ou exprimer une aire en m (ou un périmeétre en metres
carres.

Ces ereurs trouvent probablement leur origine dans des confusions sappuyant sur des perceptions
erronées et des représentations archaiques que la pédagogie ne prend peut-étre pas suffisamment le
temps d'explorer.

Précisons, a partir de quelques exemples, le sens de notre propos.

Notre expérience empirique nous conduit a confondre (au sens étymologique) les concepts de Périmetre,
de Aire (et méme de volume). En effet, dansla plupart des manipulations que nous réglisons sur des objets,
ces trois grandeurs croissent (ou décroissent) conjointement. Aind, plus un paguet-cadeau est gros
(volume) , plus le papier-cadeau pour I'envelopper est grand (Aire) et plus le ruban nécessaire a l'entourer
sera long (Périmétre). Intuitivement, nous avons tendance a penser (souvent inconsciemment) que S nous
augmentons une surface, le nouveau périmétre augmente auss (et réciproquement).

II'y adonc une confusion profondément enracinée dans notre expérience empirique d'actions sur le monde
ou dans les perceptions immédiates sur certaines figures.

Aing dansle cassuivant :

Face aux deux figures ci-contre, la
plupat des personnes interrogées
consdérent que cdle de droite a un
pé&imetre supérieur a cdui de la figure
de gauche.

Ce qui e faux (les deux périmétres
sont égaux).

Commentaires :
La figure de gauche est percue comme un grand carré amputé d'un petit carré, dors que celle de droite est
percue comme un grand carré augmenté d'un petit. Ce qui et exact en terme de décompostion et
recomposition. Ce qui es erroné, c'est le mouvement de pensée qui traduit cette perception en
opération (soustraction ou addition) sur les deux grandeurs pé&rimétre et aire. Car il est vrai qua l'addition
perceptive des deux formes correspond I'addition des aires mais il Wen est pas de méme au niveau des
périmetres.
Il faut remarquer que cette "logique”’ conduit certains sujets a proposer comme calcul du périmétre de la
premiére forme une opération du type:

Périmétre du grand carré — périmétre du petit

et comme calcul du périmetre de la seconde forme une opération du type :
Périmetre du grand carré + pé&rimétre du petit.
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Voici par exemple letravail rédisé par une déve de CM2.
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Remarque :
Sur les formes canoniques (Rectangle, Carré et Triangle) lamaitrise de cette éléve semble totde.

Suite de son travail :
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Remarque :
Face a une figure composée et pensée comme |'adjonction d'un rectangle et d'un triangle, le mode de calcul
apparat comme éant du type :

Airetotae = are du rectangle + aire du triangle
Périmetre total = périmétre du rectangle + périmetre du triangle.
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Laderniéere partie de son travail et encore plus exemplaire :
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Remarque :

Ici lafigure est pensée comme éant cdlle d'un rectangle amputé d'un triangle.
Le mode de cacul du périmétre, que nous reproduisons, mérite d'étre analyse.

l Traduction opératoire de |'amputation perceptive

P=(8+45)x2 —
12,2 cm

25 - 128 =

Somme des déments caractéristiques de I'amputation.
(Il sagit bien dune somme aind que le prouve le 12,8
de laligne suivante). Le 2,9 qui ne correspond pas au
pé&imére du triangle, représente la profondeur,
I'importance de I'amputation.

Onvaitic anu le mouvement de pensée qui traduit la perception en opération.

Corrdativement, a périmétre constant, nous avons tendance a penser que I’ aire ne change pas.

Aing, Voltaire (qui n'éait pas particulierement en difficulté d'gpprentissage) écrivait :
"Lasurface d'un cercle ne change pas quand on le transforme en ovale'.

Cette erreur (car c'est faux), Sappuie sur des compétences opératoires de haut niveau (Invariance par

compensation) qu'un schéma permet de comprendre

Ce qui est enmoins
serait compensé
par ce qui est enplus

A

Cequi est en moins

serait compensé
par ce qui est en plus
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Découper, recomposer, une activité authentiquement mathématique.

On le verra, les scénarios pédagogiques que nous proposons dans ce dossier font beaucoup appel a
des découpages et a des recompostions de surfaces. La judtification de telles pratiques n'est pas a
chercher dans des caractéristiques supposées des éeéeves accuellis en classes-rdais mais du coté de
I higaire et des fondements mémes des mathématiques.

D’Euclide a Hilbert, toute I’histoire de la géométrie démontre |'importance que ces démarches ont
occupée (et occupent encore) dans les recherches des plus éminents mathématiciens. Elles ne sont pas le
moyen d échapper a des processus d abstraction mais sont au contraire au coaur d interrogations et de
recherches fondamentales.

Aingd, par exemple, la question de la quadrature du cercle (Est-il possible de congruire, alarégle et au
compas, un carré de méme aire qu’un cercle donné ?) fut posée par les Grecs et ne trouva sa solution
quau 18°™ siécdle. (La réponse éant oqu’ une telle congtruction est impossible). Il en est de méme de la
congtruction de latrisectrice d’ un angle (partage d un angle en trois parties égaes).

On trouvera dans ce dosser deux articles de niveau différent auxquels le collegue, sdlon ses propres

besoins et connai ssances antérieures se reportera:

- Un premier aticle de notre collegue André PRESSIAT (I.N.R.P.), Découpages et
recompositions pour les aires et volumes, nécessitant sans doute quelques connaissances
préaables et permettant d’ explorer un peu I” histoire en mathématiques sur ce sujet.

- Un second article de notre collégue Frangois BOULE (professeur au CNEFEI) Découpages et
recomposition de surfaces, qui devrait permettre a tous de comprendre en quoi ces questions
sont essentielles.

L es étapes de |'apprentissage
Remarque préalable:

Apprentissage initial et apprentissage tar dif.

Les étapes décrites ci-dessous sont celles que devraient respecter une démarche d'apprentissage
cohérente, ce sont celles quauraient di respecter 'apprentissage initid. Or, il est fort probable que tel

n'aura pas éé le cas pour la plupart des deves accueillis en classe-rdas, leurs savoirs actuels sétant
congtruits de fagon morcelée et peu cohérente. || n'en demeure pas moins quils ont des savoirs et quiil n'est
ni possible ni souhaitable de re-parcourir la totalité des éapes ci-dessous décrites. Une pédagogie des
apprentissages tardifs doit prendre en compte les savoirs et représentations ingtalés en permettant leur
réorganisation et leur recongtruction. Certaines activités visant la construction de savoir dans le cadre d'un
apprentissage initial peuvent permettre des prises de conscience et des réorganisations des connai ssances
propres a une pédagogie des gpprentissages tardifs. || gppartient au professeur de choisir les activités pour
permettre les acquisitions ou/et les réorganisations dont a besoin I'deve accuelli en classe-rdais.

Dissociation des concepts:
Tout apprentissage doit donc, a notre sens commencer par un travail de dissociation des concepts. Ce qui
suppose d'explorer des situations ou :

- apérimeétre congant les aires vont varier (et dans quelles limites),

- aaire constante, les périmetres vont varier (et dans qudles limites)
- le périmetre et 'aire vont varier dans le méme sens (ce qui N'est pas surprenant) mais auss en sens

contraire (ce qui est moins conforme al’intuition).
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Voic sous forme d'un tableau I'ensemble des questions a parcourir.

Nature des | P&rimétre Congtant + | - - + + -
variations Aire + | - Congtante - + - +
Travail avec Assemblages d'un Variations Variations
Nature des activités delaficdle nombre constant conjointes contraires
de piéces. (Cf. Tan
Gram)
Airevariable Périmétrevariable || Retrait | Rajout || Retrait | Rajout
Maxi. | Mini. Maxi. | Mini. de pieces de convexités

Comparer ou/et mesurer

Etudier les variations des pé&rimétres et des aires lors de trandformations particulieres pose la question des
procedures de comparai sons. Le recours trop rapide a des démarches faisant appel aux mesures risque de
ne pas favoriser le travail de dissociation des concepts. 1l est donc souhaitable, s cela semble nécessaire,
de recourir a des procédures de comparaison qui ne fassent pas appd alamesure.
Pour les périmétres : |'utilisation de ficelles peut permettre facilement des comparaisons directes.
Pour les surfaces, lacomparaison directe des aires est plus déicate. Deux cas sont a envisager :
1) Lerecouvrement dune surface par I'autre est possible ;
2) Lerecouvrement direct n'est pas possible. Des découpages et des réorganisations sont nécessaires.
Ceci suppose que I'idée méme dinvariance par découpage et réorganisation des piéces est acquise
(Cequi narien d'évident pour tous les ééves de collége)

On trouvera dans la partie présentant les activités (Fiche 3) , un exemple de fiches qui ont pu étre
expérimentées avec des déves de 6™ de SEGPA. Elles sont & comprendre comme le résultat d'un travail
arédiser et non pas comme des fiches toutes prétes a distribuer.

Remarque :

L'intéré d'un jeu comme le Tan Gram, C'est entre autre le fait que le découpage se fait a partir dune piece
de base engendrant toutes les autres (Le petit triangle isocéle rectangle), ce qui permet, par smple
dénombrement, des comparaisons daires.

Supports et activités proposees danscelivret

N°| Objectif Nature del’ activité

1 Comparaison de figures sdon chacun des criteres. Prise de conscience que le
Dissociation | classement de la plus petite a la plus grande d' un ensemble de figures dépend du
des concepts | critére retenu

2 dareetde |Traval a pé&imétre congtant : comparaison sdon leur aire de figures ayant méme
périmetre | pé&rimétre
3 Travail a are congtante : comparaison seon leur périmétre de figures ayant méme
are (Tan Gram)
Evduation 1
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La question dela mesure
Autant |e probleme de la mesure des périmétres ne pose que peu de difficultés, autant celui de la mesure
des aires et délicat. Plusieurs aspects peuvent étre identifiés

L'utilisation d’'une unité de mesure:

- Elle doit permettre de couvrir le plan. D'ou les activités de pavage :

Recherche des formes usudles permettant e pavage

Production, par transformations smples, de piéces origindes

Remarguons que ce theme permet des liens intéressants avec le domaine pictura. (Cf. certains tableaux
d'Escher)

Remarques : Exhiber est une chose, exiger en est une autre.

Or, I'une des formes que les enfants ont tendance a choisir spontanément pour couvrir une surface est le
cercle. C'est du reste en Sappuyant sur ce constat que nous proposons certaines activités visant une
approche de la notion de mesure des surfaces par le remplissage par des cercles. (Cf. Fiche N° 2) Cette
méthode permet dans la plupart des cas de comparer les surfaces. L'existence de vides et de cercles n'entrant
pas entiérement dans laforme permet justement de faire I'expérience des limites d'une telle approche.

Il ne suffit donc pas d'exhiber le carré comme la forme exigée. |l faut fonder cette exigence en multipliant les
expériences s'appuyant sur d'autres formes.

- Elle doit permettre le remplissage des surfaces a mesurer :
ce qui pose la question des transformations des figures usudles en une forme de base,
cequi pose auss laquestion des sous-unités de mesure.

Supports et activités proposées dans ce livret

N® Objectif Naturedel activité
4 Expresson des caractéristiques des piéces condituant un Tan gram a partir de
Approche des | cdlesdu triangle de base.
5 notions de Utilisation des vaeurs obtenues dans I'andlyse et la comparaison de différentes
mesure d' aires et | figures. (Cas Ssmples)
6 depéimétres | Utilisation des vaeurs obtenues dans I'analyse et la comparaison de différentes
figures. (Cas complexes)
7a Inventaire des carrés et des rectangles (planche a9 clous puis a 16 clous)
7b Vers Inventaire des triangles (planche & 9 clous) et des polygones réguliers (maillage
lacongruction | Triangle-Equilatéra)
7c| deformules | Expression de différentes formes (Triangles, carrés, pardléogrammes) a partir de
Travall sur des | 2 triangles de base
7d| «planchesa |Mesured aressur une planche a 16 clous
7e cous » Congruction de laformule de Pick
8a Prise de Carrés de dimension double, triple, moiti€ et tiers. Variation corréative des aires
8b| conscience | Triangles équilaéraux de dimenson double triple, moitié et tiers. Variation
quelavariation | corréative desaires
8c| desaresest | Sphinx dedimension double, triple, moitié et tiers. Variation corréative des aires
8d| égadeaucaré |Découpaged un sphinx en 16 sphinx
8e| decdlesdes |Ass=mblage d un sphinx avec 25 sphinx
longueurs
9 Interlude Fabrication de formes auto-couvrantes.

Aire et Périmetre.

Groupe National Classes-relais. P 6/8




La construction de formules

De ce qui précéde, il résulte que:
- certaines formules ne sont que lecture-écriture de ce qui est. C'est le cas du carré (coté ™ coté) et du
rectangle (Longueur ~ largeur)

3 rangées de 3 carrés 3rangéesde5 carrés

- d'autres proviennent de transformations rédisables :
C'est le cas du triangle et ce sous deux formes :

C l; H/2 c
Le rectangle a une are 4o, C° H I‘_erecta'lgl«_aaunedreégde N H
double de cdlle du triandle. 2 acdledutriangle. ° >

Remarque 1 : Latransformation est encore rédisable lorsgue la hauteur est extérieure au triangle :

T e

Dans ce cas, il est possible d'opérer par différence

~_ _// _ _j
Airedutriangle=%C” h—-%C2" h=%(C-C2)" h=%C1" h

Remarque 2.
Algébriquement il est équivalent d'appliquer C/2 © H . Mais ceci ne correspond & aucune décomposition
recompasition.
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- Cest auss le cas du pardlélogramme: f

B

- Enfin dans le cas du cercle aucune ransformation rédle ne peut le transformer en rectangle ou carré
(céébre probléme dit de la quadrature du cercle). La formule bien connue (S= p ~ R? Sappuie sur des
techniques de cdculs fondées sur les notions de limites e de caceul infinitésmal). 11 est par contre possible
(et souhaitable) de montrer que la surface du cercle est comprise entre

2R? et 4 R?

: A 20
w N/

et méme de développer des procédures d approche (Cf. Fiche 10e)

Supports et activités proposées dans ce livret

N°| Objectif Naturedel’activité
10a Formules Du triangle au pardldogramme (1)
10b Aire du triangle, Du triangle au pardléogramme (2)
10c| dupadldogranme, |Du pardléogramme au rectangle
10d du disque. Du rectangle au carré

10e Activités autour de la quadrature du cercle
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